Heaps und Priority Queues

Oliver Kohlbacher

Heaps (Halden)

Def.: Ein Heap ist eine Datenstruktur in Form eines
Baums mit der folgenden Eigenschaft: Jeder
Knoten hat einen SchllUsseal der extremer
(kleiner/grofder) oder gleich dem Schllssel des
Elterknoten ist (Heapei genschatt).




Priority Queues (Vorrangwarteschlangen)

Def.: Eine Priority Queue PQ ist ein abstrakter Datentyp, der eine
Menge von Paaren (key, inf) aus SchlUssel key und Information
inf verwaltet und die folgenden Basi soperationen unterstiitzt:

* insert —Einfigen eines Elements
e find_m n-Daskleinste Elements zurlickgeben
* renove_m n — Entfernen des kleinsten Elements

Haufig werden zusétzlich noch die folgenden Operationen bendtigt:
* mer ge —Verschmelzen zweler Warteschlangen
 decrease_key —Den Schlissel eines Elements erniedrigen

e creat e —Konstruktion der PQ aus einem unsortierten Feld

-
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Anwendungen von Warteschlangen

e Sortieren
— Elemente einfligen
— Elemente sortiert entnehmen

 Scheduling
— Verteile priorisierte Prozesse auf Resource
— ldee:
» Wahle Prozess mit héchster Prioritét, ausfihren
o ,atere’ dle Prozesse in der Schlange
* Flge den ausgeflihrten Prozess wieder mit
Startprioritét ein
 Ereignisgesteuerte Simulationen

-
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Ereignisgesteuerte Simulation

» Beispid: Paketdienst

1 — Anruf beim Paketdienst (T, = 0) — erzeugt:
2 — Abholung (T, =T, + 60) — erzeugt:

3 — Ankunft im Sortierzentrum (T, =T, + 120)
4 —Noch ein Anruf (T, = 40) — erzeugt:

5— Abholung (T; =T, + 60) — erzeugt:

_ ’

Binary Heap: Interface

tenmpl ate <typenane Key, typenanme |nf>
cl ass Bi naryHeap
{
public:
typedef std::pair<kKey, Inf> Item
[-]
Item& operator [] (int i); [l Zugriff auf data
voi d push_back(const Iten& item;
voi d push_down(int i);
voi d push_up(int i);

bool enpty() const; /1 = (data.enpty())

size_t size() const; /1 = data.size()

pr ot ect ed:

std::vector<ltenr data; /1 Wirzel in data[O0]!
1
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Priority Queue: Interface

te
c

{
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npl ate <typenane Key, typenane |nf>
ass PriorityQueue

public:
typedef std::pair<kKey, Inf> Item

void insert(const Item& i);

const Item& find mn() const;

void delete mn();

void nerge(PriorityQueue& pq);

voi d decrease_key(int index, const Key& key);
void create(const vector<ltenr& array);

bool enpty() const;

Bi nar yHeap<Key, |nf> heap

_ ’

Implementierung von i nsert

void insert(const Iten& item

/1 Speichere i mnachsten | eeren Baunel ement
heap. push_back(iten);

// Sortiere bis zur Wirzel neu
heap. push_up( heap. si ze() - 1);
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Implementierung von i nsert

void insert(const Iten& item

/1 Speichere i mnachsten | eeren Baumnel ement
heap. push_back(iten);

// Sortiere bis zur Wirzel neu
heap. push_up( heap. si ze() - 1);
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Implementierung von i nsert

void insert(const Iten& item

/1 Speichere i mnachsten | eeren Baumnel ement
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Implementierung von i nsert

void insert(const Iten& item

/1 Speichere i mnachsten | eeren Baunel ement
heap. push_back(iten);

// Sortiere bis zur Wirzel neu
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Implementierung von i nsert

void insert(const Iten& item

/1 Speichere i mnachsten | eeren Baumnel ement
heap. push_back(item;

// Sortiere bis zur Wirzel neu
heap. push_up(heap. si ze() - 1);

o Schlimmstenfalls miissen log N Austausch-
operationen auf dem Pfad zur Wurzel durchgefihrt
werden (fur einen Heap mit N Elementen)

= Laufzeit O(log N)
» Komplexitét von Bi nar yHeap: : push_back?

Implementierung von cr eat e
e Nav: N*insert = O(NlogN)
» Konstruktion ist in Linearzeit moglich!
» Konstruiere einen Heap mit N = 2" -1 Elementen

74 22 25 64 3 19 33
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Implementierung von cr eat e
e Nav: N*insert = O(NlogN)
» Konstruktion ist in Linearzeit moglich!
» Konstruiere einen Heap mit N = 2" -1 Elementen
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Implementierung von cr eat e
e Nav: N*insert = O(NlogN)
» Konstruktion ist in Linearzeit moglich!
» Konstruiere einen Heap mit N = 2" -1 Elementen
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Implementierung von cr eat e
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Implementierung von cr eat e
e Nav: N*insert = O(NlogN)
» Konstruktion ist in Linearzeit moglich!
» Konstruiere einen Heap mit N = 2" -1 Elementen
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Implementierung von cr eat e
e Nav: N*insert = O(NlogN)
» Konstruktion ist in Linearzeit moglich!
» Konstruiere einen Heap mit N = 2" -1 Elementen

S ) & ® @
..

10



Implementierung von cr eat e
e Nav: N*insert = O(NlogN)
Konstruktion ist in Linearzeit moglich!

» Konstruiere einen Heap mit N = 2" -1 Elementen

» Von unten nach oben fiir jeden Knoten push_down
push_down fir Héhe h: max. 2 (h — 1) Vergleiche

2h-3 x fir Hohe h
2h=2x fur Hoheh - 1

2h=1x fur Hoheh - 2
7

..
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Implementierung von cr eat e
e Nav: N*insert = O(NlogN)
Konstruktion ist in Linearzeit moglich!

» Konstruiere einen Heap mit N = 2" -1 Elementen

V on unten nach oben fir jeden Knoten push_down
push_down fir Héhe h: max. 2 (h — 1) Vergleiche

2h-3x fir Hohe h 1 x fur Heap der Grofe 7
2h-2x fur Hoheh-1 2 x fir Heap der GroRRe 3
2h-1x fir Hoheh -2 4 x fir Heap der GroRRe 1

\7? z 2h-k
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Implementierung von cr eat e
e Nav: N*insert = O(NlogN)
» Konstruktion ist in Linearzeit moglich!

» Konstruiere einen Heap mit N = 2" -1 Elementen

» Von unten nach oben fiir jeden Knoten push_down
e push_down fur H6he h: max. 2 (h — 1) Vergleiche
e Esgibt 2" Teilbaume der Hohe k

_ “

Implementierung von cr eat e

* push_down fir Hohe h: max. 2 (h —1) Vergleiche
e Esgibt 2"k Teilbdume der Hohe k

h h h—1
SN ohRok—1) = Y oh Rtk 1) =Y k2ohF
k=1 k=1 k=0
= 2h.o42" 14 42 (h—-1)
h
= Y 2k —k)
k=1
h h
= hY 2F- Y g2k
k=1 k=1
1— 2h+1 b
_ 1) ((h— +1
= h( — 1) ((h=1)2"*1 4 2)

= |21 _2p —2<2N]
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Implementierung von cr eat e

» Anaog kann man eine Schranke fir die Konstruktion von
unvollsténdigen bindren Heaps herleiten

* createistin O(N) moglich

voi d create(const vector<ltenr& array)

{
/'l 1nplementierung: Ubung!
Kopi ere Feldinhalt in Heap

Far t :=(h - 1),., 1, O:
Fir alle Knoten v in Tiefe t:
push_down(v)

Implementierung von fi nd_m n

const Item& find_mn() const

{

/1 Konsi st enzpr uf ung
if (heap.enpty()) throw “Heap is enpty!”;

/1 Das kleinste Element liegt in der Wirzel!
return heap[O0];

» Daskleinste Element liegt immer in der Wurzel
desHeaps — f i nd_m n benotigt O(1) Zeit

* Der Heap selbst wird nicht verandert und nur eine
Referenz auf das Element zuriickgegeben.

26
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Einschub: Exceptions in C++

const Item& find mn() const

if (heap.enpty()) throw “Heap is enpty!”
[.]

}
[.]
try

pg. find_mn();
[-]

catch (const char* message)

std::cerr << “Error: “ << nessage << std::endl

[.]

‘

Implementierung von del ete_mn

voi d delete_min()
if (heap.enpty()) throw “Heap is enpty!”
/1l Letztes Element -> Wirzel, Heap verkl ei nern
heap[ 0] = heap[ heap. si ze() - 1];
head. pop_back();

/| Heapei genschaft wi ederherstellen
heap. push_down(0);

» Maximal log,N Austauschoperationen
» Laufzeit O(log N)

28
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Implementierung von decr ease_key

voi d decrease_key(int index, const Key& key)

if (index >= heap.size()) throw “illegal index!”;
if (heap[index].first <= key) throw “no decrease!”;

/1l Letztes Element -> Wirzel, Heap verkl ei nern
heap[i ndex].first = key;

/| Heapei genschaft wi ederherstellen
heap. push_up(i ndex);

» Maximal log N Austauschoperationen
» Laufzeit O(log N)

_ ?

Implementierung von ner ge
¥oid nmerge(const PriorityQueue& pq)

std::vector<ltenr tnp(heap.size() + pqg.heap.size());

std:: copy(heap. dat a. begi n(), heap. data. end(),

tnp. begin());
std:: copy(pg. heap. dat a. begi n(), pg. heap. data. end()),
t np. begi n() + heap. data. si ze());

create(tnp);

* ldee: konkateniere die beiden Heaps, dann wiecr eat e

» std::copy(iterator first, iterator last, iterator to)
kopiert den Bereich[first, last) nach[to, .)
» Der Kopieralgorithmus benétigt Linearzeit, cr eat e ebenso

= Laufzeit O(N)
"
\/u »
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Ubersicht PQ mit binarem Heap

Operation Komplexitat
i nsert O(log N)
find_mn o)
del ete_nmin O(log N)
decr ease_key O(log N)
create O(N)
mer ge O(N)
;.
Ubersicht PQ mit binarem Heap
Operation Komplexitat
i nsert O(log N)
find_mn 0@
del ete_nmin O(log N)
decr ease_key O(log N)
create O(N)

mer ge O(N)




Binomialbaume

Satz:
1.
2
3.
4. (}) Knotenin Tiefek

Eigenschaften von Binomialbdumen
B, hat
Hohen

2" Knoten
Grad n in der Wurzel
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Satz: B, hat
1.

2
3.
4

. (1) Knotenin Tiefe k

‘
35

Eigenschaften von Binomialbdumen

Hohen
2" Knoten
Grad n in der Wurzel

Satz:

1.
2.
3.
4,

Eigenschaften von Binomialbdumen

B, hat

Hoéhe n

2" Knoten

Grad n in der Wurzel
(1) Knotenin Tiefe k

=

Bew.:

* B, hat einen Knoten

* B,| = 2 |B,;| (nach Definition der Binomia baume)

[2] durch Induktion

B = 2"

18
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Eigenschaften von Binomialbdumen

Bn
Satz: B, hat

1. Hohen

2. 2"Knoten

3. Grad ninder Wurzel
4. (}) Knotenin Tiefek

BB
O
J1 1O

O
2 BZ Bl Bo

i
Eigenschaften von Binomialbdumen
Satz: B, hat

1. Hoéhen

2. 27Knoten

3. Gradninder Wurzdl
4. Z) Knoten in Tiefe k

Bew.: [4] durch Induktion
Ann.: B, hat K * Knoten in Tiefe k

n=0: K = 1, keine weiteren Knoten, also Kj*=0 = (}) Vk>0
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Eigenschaften von Binomialbdumen

Satz: B, hat

1. Hoéhen

2. 27Knoten
3. Gradninder Wurzel
4. Z) Knotenin Tiefe k

Bew.: [4] durch Induktion
Ann.: B, hat K * Knoten in Tiefe k
n=0: K = 1, keine weiteren Knoten, also Kj*=0 = (}) Vk>0

(") m

n

Kt =kp+ kP = (1) + (20

-

..

Binomial-Heap

Def.: Ein Binomial-Heap ist eine Datenstruktur die aus
einem Wald von Binomiabaumen besteht. Jeder der Baume
besitzt die Heapeigenschaft und ist mit einem Index k=0...N
versehen. Der Baum mit dem Index k enthalt entweder 2k
Knoten oder ist leer.

_ v
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Priority Queue mit Binomial-Heaps

* Binomialbdumein einer zirkul&r verketteter Liste
e m n: Zeiger auf Baum mit der kleinsten Wurzel
» Binomiahbaume lassen sich z.B. durch Zeiger auf

1. Kind und néchstes Geschwister implementieren

_ v

Struktur von Binomial-Heaps

|dee: Die N Elemente eines Heaps lassen sich auf
eine Menge von Binomia bdumen vertellen, die
der Binardarstellung von N entspricht

Einem gesetzten Bit k entspricht ein
Binomialbaum B,, der 2 Knoten enthalt

Jeder Binomialbaum muf3 die Heapel genschaft
besitzen = Wurzel ist das Minimum des Baums

Ein solcher Heap besitzt hochstens log,N Baume

21



Struktur von Binomial-Heaps

» ldee: Die N Elemente eines Heaps lassen sich auf eine Menge von
Binomialbdumen verteilen, die der Bindrdarstellung von N entspricht

Bsp.: N =9=1001,

Heap enthélt zwei Baume: B, (ein Knoten) und B, (acht Knoten)

Struktur von Binomial-Heaps

e Jeder Binomialbaum muf3 die Heapeigenschaft besitzen
= Wurzel ist das Minimum des Baums

Bsp.: N =9=1001,

Heap enthélt zwei Baume: B, (ein Knoten) und B, (acht Knoten)

22
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mer ge mit Binomial-Heaps

» Merge-Operation entspricht dem Addieren zweier Bindrzahlen
* Bsp.: zwel HeapsH;, H, mit N, = 9=1001,, N,=5=101,

1001 B, .
+ 101 ’
1110 @.@

A
©

N,

mer ge mit Binomial-Heaps

for (k = 0; k <= 10g,(N, + N)); ++k){
m= #B, € (H, U H);
if (m==1) {/1 behalten B, }
else if (m== 2){// vereinige beide B, zu B}
else if (m== 3){// vereinige zwei B, zu B,
/'l behalte drittes B, }

By

B, B,
| Tree& join(Tree& A, Tree& B)
{

if (Aroot.key < B.root.key)

return A root.insert_child(B.root);
el se

return B.root.insert_child(A root);

23



mer ge mit Binomial-Heaps

for (k = 0; k <= 10g,(N, + N)); ++k){
m= #B, € (H, U H);
if (m==1) {/1 behalten B, }
else if (m== 2){// vereinige beide B, zu B}
else if (m== 3){// vereinige zwei B, zu B,
/'l behalte drittes B, }

}
BZ
. . 15)
o
Tree& join(Tree& A, Tree& B)
® {
if (Aroot.key < B.root.key)
return A root.insert_child(B.root);
el se
return B.root.insert_child(A root);
> }
<.
mer ge mit Binomial-Heaps
for (k = 0; k <= 10g,(N, + N); ++k){
m= #B, € (H, U H);
if (m==1) {/1 behalten B, }
else if (m== 2){// vereinige beide B, zu B}
else if (m== 3){// vereinige zwei B, zu B,
/'l behalte drittes B, }
}
BZ
5 6. C®
P & ®
® F @ ©
©
@ @ ®
- ®
<.

24



—

mer ge mit Binomial-Heaps

for (k = 0; k <= 10g,(N, + N)); ++k){
m= #B, € (H, U H);
if (m==1) {/1 behalten B, }
else if (m== 2){// vereinige beide B, zu B}
else if (m== 3){// vereinige zwei B, zu B,
/'l behalte drittes B, }

O OF

_ ?

mer ge mit Binomial-Heaps

for (k = 0; k <= 10g,(N, + N)); ++k){
m= #B, € (H, U H);
if (m==1) {/1 behalten B, }
else if (m== 2){// vereinige beide B, zu B}
else if (m== 3){// vereinige zwei B, zu B,
/'l behalte drittes B, }

Ergebnis:
Heap mit N, + N, Knoten:

1001
+ 101
1110

m n =min(m n(H,), m n(H,))

25



mer ge mit Binomial-Heaps

for (k =0; k <=10g,(N, + N,); ++k){
m= #B, € (H U H);
if (m==1) {/1 behalten B, }
else if (m== 2){// vereinige beide B, zu B}
else if (m== 3){// vereinige zwei B, zu B,
/'l behalte drittes B, }
}

Analyse:

» Join-Operation auf zwei Baumen erfolgt in O(1)

» Ergebnis-Heap hat N = N; + N, Knoten, max. log,N Baume
* log,N Baume entstanden durch max. log,N Join-Operationen

= Komplexitat: O(log,N) = O(log,(N; + N,))

—

Ly,
;.
Vergleich binarer Heap und Binomial-Heap
Operation Binarer Heap  Binomial-Heap
i nsert O(log N) ?
find_mn 0@ ?
del ete_min O(log N) ?
decr ease_key O(log N) ?
create O(N) ?
mer ge O(N) O(log N)
=
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I nsert mit Binomial-Heaps

void insert(const lten& iten)

{
Tree trivial _tree(item;
this->root = &erge(*this, trivial _tree);

}

Analyse:
» Implementierung erfolgt Uber mer ge

 Tree(const |tem&) erzeugt B, miti t eminder Wurzel
= Komplexitét: O(logN)
Warum nicht O(1)? ,, Ubertrag®!

1111111
+ 1
10000000
=
\/u'

create, find_m n mitBinomial-Heaps

» creat e nav: schlimmstenfallsN * i nsert =O(N log N)

» Bessere Abschétzung
— Einfuigen von N Elementen entspricht bindrem Zahlen bis N

0, 50, 1, FP0, 10, B0, 11, 50, 100,...

— Ubungsblatt 5: Amortisierte Analyse des Binérzéhlers
 Erzeugen einestriviaen Baums (B): O(1)
» mer ge fir zwel Binomialbdume: O(1)
« Bit setzen/loschen im Binérzéhler = elementare Merge-Operation
= Komplexitét: O(N)

e find_m nigtrivia: wir haben den m n-Pointer!

»r = Komplexitét: O(1)
.
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del et e_m n mit Binomial-Heaps

1. Entferne m n ausder Wurzdliste

_ *

del et e_m n mit Binomial-Heaps

2. L6schem n

28
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del et e_m n mit Binomial-Heaps

B2 B1 B |
@ @ &
®

3. Fige Kinder vonm n ein

o

_ *

del et e_m n mit Binomial-Heaps

3. Fige Kinder vonm n ein
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del et e_m n mit Binomial-Heaps

3. Fige Kinder vonm n ein

_ ¢

del et e_m n mit Binomial-Heaps

3. Fige Kinder vonm n ein
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del et e_m n mit Binomial-Heaps

m n
3. Fige Kinder vonm n ein
-
\/un
;|
del et e_m n mit Binomial-Heaps
m n

3. Fige Kinder vonm n ein
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del et e_m n mit Binomial-Heaps

0@ @@ B,
@ @ mn
II e !
© ®

3. Fige Kinder vonm n ein

del et e_m n mit Binomial-Heaps

AR .
@ @@ @ mn
a7 ® @ @
©
(9)

3. Fige Kinder vonm n ein
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del et e_m n mit Binomial-Heaps

@ T > B
@ @ e @ mn
a7 ® @ @
®
©

3. Fige Kinder vonm n ein

_ *

del et e_m n mit Binomial-Heaps

@ = B
@ @ @ @ mn
a7 ® @ @
®
©

3. Fige Kinder vonm n ein
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del et e_m n mit Binomial-Heaps

m n
3. Fige Kinder vonm n ein
-
..
del et e_m n mit Binomial-Heaps
m n

4. Neues m n Element suchen
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del et e_m n mit Binomial-Heaps
voi d del ete_m n()

/1l 1. Entferne mn aus Wirzelliste
root _list.erase(mn);

/1l 2. Lésche mn
Tree* child = min->first_child;
del ete mn;

/1 3. Fuge Kinder ein

while (child !'= 0)

{
Tree* next _child = chil d->next;
merge(*chil d);
child = next_child;

}

/1 4. Finde neues M nimum
mn =mnimm(); // Geht tUber Wirzelliste, findet m ninum

-
</

ol

_ °

del et e_m n mit Binomial-Heaps
voi d del ete_m n()

/1 1. Entferne mn aus Wirzelliste O(1)
root _list.erase(mn);

/1 2. LO6sche min O(1)
Tree* child = min->first_child;

del ete mn;

/1 3. Fuge Kinder ein O(log N)
while (child !'= 0)

{

Tree* next _child = chil d->next;
merge(*child);
child = next_child;

}

/1 4. Finde neues M ni mum O(log N)

mn =mnimm(); // Geht tUber Wirzelliste, findet m ninum
}

—

</

ol
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decr ease_key mit Binomial-Heaps

1. Fall: decrease_key auf m n

decr ease_key mit Binomial-Heaps

1. Fal: decrease _keyaufmin - O(1)

36



—

decr ease_key mit Binomial-Heaps

2. Fal: decr ease_key auf bel. Wurzel

decr ease_key mit Binomial-Heaps

2. Fall: decrease_key auf bel. Wurzel - O( 1)
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decr ease_key mit Binomial-Heaps

3. Fal: decrease_key auf bel. Element

decr ease_key mit Binomial-Heaps

3. Fal: decrease_key auf bel. Element
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decr ease_key mit Binomial-Heaps

3. Fal: decrease_key auf bel. Element

decr ease_key mit Binomial-Heaps

3. Fal: decrease_key auf bel. Element
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decr ease_key mit Binomial-Heaps

3. Fal: decrease_key auf bel. Element

decr ease_key mit Binomial-Heaps

3. Fal: decrease_key auf bel. Element
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decr ease_key mit Binomial-Heaps

3. Fall: decrease_key auf bel. Element - O(log N)

;.|
Vergleich binarer Heap und Binomial-Heap
Operation Binarer Heap  Binomial-Heap
i nsert O(log N) O(log N)
find_mn 0(1) 0(1)
del ete_min O(log N) O(log N)
decr ease_key O(log N) O(log N)
create O(N) O(N)
mer ge O(N) O(log N)
v,
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Die Heap-Algorithmen der STL

vector<int> my_heap(20);

[-1]

std: : make_heap(ny_heap. begi n(), my_heap.end());
[.1]

/1 Hi nzuf Gigen

my_heap. push_back(iten);

std:: push_heap(ny_heap. begi n(), my_heap.end());

» Die STL definiert die Standardoperationen auf bindren
Heapsim Header <al gori t hme

» Die Algorithmen arbeiten auf beliebigen Containern mit
wahlfreiemn Zugriff — sie ben6tigen nur entsprechende
Iteratoren

=,

_ b

Die STL-Klasse priority _queue

/'l Aus STL header <queue>:

tenpl ate <typenane T, typename Contai ner
t ypename Conpare>

class priority_gueue

{

Fu?lic:

voi d push(const value_type& iten); // insert
const _reference top() const; /1 find_mn
voi d pop(); /'l insert

¥
s priority_queue istimHeader <queue> definiert

» DieKlasseist eéin Adapter, d.h sie setzt auf_einen bereits
implementierten Container auf (vect or <T>)

» Die Implementierung basiert auf bindren Heaps

jDurch Wahl von Conpar e wird die Ordnung bestimmt
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