Amortisierte Analyse
und
Fibonacci Heaps

Amortisierte Analyse - Modell

Worst-Case-Laufzeiten flir Einzeloperationen fiir die
Abschitzung der Gesamtlaufzeit hiaufig ungeeignet

Idee: Statt Einzeloperationen, betrachte Sequenz von
Operationen Op,-Op,,
O O O O

Die Datenstruktur durchlduft dabei die Zusténde S,...S,
Die Laufzeiten fiir die Operationen sind 7',...7,
Die Gesamtzeit betrdgt somit 7= 2. 7,

Die Abschitzung bezieht sich auf die Sequenz, gibt aber
durchschnittliche Kosten fiir die Einzeloperationen an!
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Amortisierte Analyse

* Begriff der Amortisierung stammt aus der BWL:
Eine teure Investition zahlt sich iiber lingere Sicht hin
aus und wird tiber die gesamte Zeit der Wirksamkeit
der Investition amortisiert.

* Auf Algorithmen zum ersten Mal Anfang der 80er

Jahre angewandt  (Brown, Huddleston, Mehihorn, Sleator, Tarjan u.a.]

* Abgrenzung zur Average-Case-Analyse

— Keine Wahrscheinlichkeiten notwendig!

— Ergebnis: durchschnittliche Laufzeit jeder Operation im
schlimmsten Fall! = Leistungsgarantie!

_ '

Beispiel: Binarzahler
k bin(k)
000000
000001
000010
000011
000100
000101
000110
000111
001000
001001
10 001010
— Kosten pro Operation 7}, 11001011
12001100
13001101
14 001110
15 001111

- 16010000
\/n'

» Sequenz: Zihlen fir k=0...N
* Operation: Inkrementieren

« Kosten: Andern einer Ziffer

(0—1 oder 1—0)

© ® 9 LA W N~ O

» Betrachte

(# invertierte Bits fir k — k + 1)

— Gesamtkosten T




Beispiel: Binarzahler
k bin(k)

000000
000001
000010
000011
000100
000101
000110
000111
001000
001001
10 001010
001011
12001100

13001101

14 001110

15 001111

7 16 010000

» Beobachtung
1 < T, <1+[logk]

* Worst-Case-Abschitzung
T,=1+[logk]
T=N-(1+[logN])
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Beispiel: Binarzahler

K bin(k) T, ST,
0
» Beobachtung 1 ggggg(l) (1) (1)
1 < T, < 1+[logk] 2 000010 2 3
3 000011 1 4
. 4
* Worst-Case-Abschitzung ) gggig(l) ? ;
T,=1+[logk] 6 000110 1 9
T=N-.(1+[logN7) 7 000111 2 11
8 001000 4 15
) 9 001001 1 16
» Weitere Beobachtung 10001010 2 18
3 T, <2k 11 001011 2 20
12 001100 3 23
13 001101 1 24
14 001110 2 26
15 001111 1 27
7 16 010000 5 32




Beispiel: Binarzahler

140 T T T T

T
120 L 2 k i
100

80

60

40

20

Beispiel: Binarzahler

140 T T T T

120 | k (1 + [log k1) .
188
80
60
40

20
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Binarzahler: Analyse

k bin(k) T, T,

0 000000 0 0

1 000001 1 1

2 000010 2 3

3 000011 1 4

4 000100 3 7

5 000101 1 8

6 000110 1 9

7 000111 2 11

8 001000 4 15

9 001001 1 16

10 001010 2 18

11 001011 2 20

12 001100 3 23

13 001101 1 24

14 001110 2 26

15 001111 1 27

2 16 010000 5 32

.

Binarzahler: Analyse

« B[0] wird jeden Schritt S f)k ZOTk

invertiert 1 000001 1 1

2 000010 2 3

3 000011 1 4

4 000100 3 7

5 000101 1 8

6 000110 1 9

7 000111 2 11

8 001000 4 15

9 001001 1 16

10 001010 2 18

11 001011 2 20

12 001100 3 23

13 001101 1 24

14 001110 2 26

15 001111 1 27

2 16 010000 5 32




—

Binarzahler: Analyse

« B[0] wird jeden Schritt S I——
invertiert 1 000001 1 1
. . . 2
* B[1] wird jeden zweiten 3 ggggig f i
Schritt invertiert 4 000100 3 7
« B[k] wird alle 2* Schritte . oo ! ;
invertiert 7 000111 2 11
§ 001000 4 15
9 001001 1 16
10 001010 2 18
11 001011 2 20
12 001100 3 23
13 001101 1 24
14 001110 2 26
15 001111 1 27
010000 5 32

™~
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Binarzahler: Analyse

» Addition uiber die Zeilen der Tabelle lieferte uns

N
T =Y T, < N(1+ [logN])

1=0
+ Addition iiber die Spalten hingegen
LlogN] | ny [LogN] zr o 1
T= > {—Jg > —<N)>Y —=2N
2¢ 2¢ 2¢
c=0 c=0 c=0

» Laufzeit fiir das Zdhlen von k = 0...N: O(N)

* Amortisierte Laufzeit fiir Inkrement: O(N)/N = O(1)

-
L.




Aggregatmethode

* Berechne die Gesamtkosten fiir eine Sequenz von
Operationen

 Division der Gesamtkosten durch die Zahl der
Operationen liefert amortisierte Kosten pro Operation

Dieses Vorgehen heillt Aggregatmethode und ist die
einfachste Technik der amortisierten Analyse. Die
zweite wichtige Technik ist die Bankkonto-Methode
(siehe 5. Ubungsblatt!)

Potenzialmethode

 Idee: Operationen konnen potenzielle Energie
erzeugen/verbrauchen

* Die Funktion @ ordnet jedem Zustand S, unserer Datenstruktur
ein Potenzial ®(S,) zu

 Die amortisierten Kosten a, der Operation Op, hingen von den
tatsdchlichen Kosten ¢, und dem Potenzial @ ab

a; =c;+ AP =c; + P(S5;) — P(5;_1)
* Die Gesamtkosten der N Operationen sind damit

N N
dap = > (¢4 P(S) — P(5;-1))

= ®(Sy) — P(So) + )

N
G
=1
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Potenzialfunktionen

,,Billige Operationen® erhohen das Potenzial tiber
ithre eigenen Kosten hinaus:

a; > ¢
,, Leure Operationen® verringern das Potenzial,
bezahlen also einen Teil der Operation mit dem
was die vorhergehenden billigen Operationen an
,Potenzieller Energie* angesammelt haben:

a; < ¢
Fiir ©(Sy) > ®d(S,) sind die amortisierten Kosten
der N Operationen eine obere Schranke fiir die
tatsdchlichen Kosten

_ “

Potenzialverlauf

o N
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Binarzahler mit der Potenzialmethode

Definiere das Potenzial als Anzahl der gesetzten Bits im
derzeitigen Zéhlerstand:
d(S,) = D, =#1 € bin(7)
Der Zihlerstand sei i und der Ubergang zu i+1 soll ¢, Bits
zuriicksetzen (1— 0). Ferner wird maximal ein weiteres Bit
gesetzt
=c=t+1

Fiir die Potenzialinderung gilt dann:

Q-®, <Dy, -4+ 1-D = 1-1

1

Damit gilt fiir die amortisierten Kosten:
a,=c,+0 -0 <)+ (1-1)=2= 0O(1)

Amortisierte Analyse von Heaps

Operation Bindrer Heap  Binomial-Heap
insert O(log N) O(log N)
find min O(1) (1)
delete min O(log N) O(log N)
decrease key O(log N) O(log N)
create ON) O(N)
merge O(N) O(log N)
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Amortisierte Analyse von Heaps

Operation  Binirer Heap Binomial-Heap Fibonacci-Heap
insert O(log N) O(log N) ?
find min o) o) ?
delete_min  (O(log N) O(log N) ?
decrease_key ((log N) O(log N) ?
create ON) ON) ?
merge ON) O(log N) ?

-,

\J?‘

Fibonacci-Heaps

Def.: Ein Fibonacci-Heap ist eine Datenstruktur, die

einen Wald von Bdumen mit Heapeigenschaft

besitzt. Jeder der Knoten (auBBer den Wurzeln) tragt

ein zusdtzliches Markierungsbit mark. Das Element

min zeigt auf die kleinste Wurzel des Walds. Die

Wurzeln sind doppelt zyklisch verkettet, ebenso die

Kinder eines jeden Knotens.

10



Fibonacci-Heaps

Def.: Ein Fibonacci-Heap ist eine Datenstruktur, die einen Wald von Bdumen mit
Heapeigenschaft besitzt. Jeder der Knoten (auBler den Wurzeln) tragt ein
zusitzliches Markierungsbit mark. Das Element min zeigt auf die kleinste Wurzel
des Walds. Die Wurzeln sind doppelt zyklisch verkettet, ebenso die Kinder eines
jeden Knotens.

;.
Fibonacci-Heaps

Def.: Ein Fibonacci-Heap ist eine Datenstruktur, die einen Wald von Bdumen mit
Heapeigenschaft besitzt. Jeder der Knoten (auBler den Wurzeln) tragt ein
zusitzliches Markierungsbit mark. Das Element min zeigt auf die kleinste Wurzel
des Walds. Die Wurzeln sind doppelt zyklisch verkettet, ebenso die Kinder eines
jeden Knotens.

O—0—0—0—=0"
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Fibonacci-Heaps

Def.: Ein Fibonacci-Heap ist eine Datenstruktur, die einen Wald von Bdumen mit
Heapeigenschaft besitzt. Jeder der Knoten (auer den Wurzeln) trigt ein
zusdtzliches Markierungsbit mark. Das Element min zeigt auf die kleinste Wurzel

des Walds. Die Wurzeln sind doppelt zyklisch verkettet, ebenso die Kinder eines

min

()
-/

jeden Knotens.

B0 523

O

5

Fibonacci-Heaps

Def.: Ein Fibonacci-Heap ist eine Datenstruktur, die einen Wald von Bdumen mit
Heapeigenschaft besitzt. Jeder der Knoten (auer den Wurzeln) trigt ein
zusdtzliches Markierungsbit mark. Das Element min zeigt auf die kleinste Wurzel
des Walds. Die Wurzeln sind doppelt zyklisch verkettet, ebenso die Kinder eines
jeden Knotens.

min

w

N
G—) @Y ()Y
@

Q
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Fibonacci-Heaps

Def.: Ein Fibonacci-Heap ist eine Datenstruktur, die einen Wald von Baumen mit
Heapeigenschaft besitzt. Jeder der Knoten (auBler den Wurzeln) tragt ein
zusdtzliches Markierungsbit mark. Das Element min zeigt auf die kleinste Wurzel
des Walds. Die Wurzeln sind doppelt zyklisch verkettet, ebenso die Kinder eines
jeden Knotens.

min

;.|
Fibonacci-Heaps

Def.: Ein Fibonacci-Heap ist eine Datenstruktur, die einen Wald von Bdumen mit
Heapeigenschaft besitzt. Jeder der Knoten (auBler den Wurzeln) tragt ein
zusdtzliches Markierungsbit mark. Das Element min zeigt auf die kleinste Wurzel
des Walds. Die Wurzeln sind doppelt zyklisch verkettet, ebenso die Kinder eines
jeden Knotens.

min

‘ mark = true
O mark = false

13



FibonacciHeap — Interface

template <typename Key, typename Inf>
class FibonacciHeap
{
public:
typedef std::pair<Key, Inf> Item;
typedef FibonacciNode* NodePtr;

const Itemé& find min() const;
void delete min();
void insert(const Item& item) ;

void create(const std::vector<Item>& array)
void merge (FibonacciHeapé& heap) ;
void decrease_key (NodePtr item, const Keyé& key);

-
\fjw
FibonacciHeap — Interface
protected:

// Hilfsmethoden

void consolidate() ;

void cut (NodePtr node) ;

void cascading cut (NodePtr node) ;

void link (NodePtr root, NodePtr child) ;

void insert into_rootlist (NodePtr node) ;

void erase_ from rootlist(NodePtr node) ;

unsigned int max deg() const; // max. Grad der Wurzeln

// Attribute

int number of nodes; // Gesamtzahl Knoten
NodePtr min; // Minmale Wurzel

// min ist auch der Anfang der Wurzelliste!

-
Eor

ol'v
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FibonacciNode - Interface

template <typename Key, typename Inf>
class FibonacciNode
{

public:

typedef FibonacciNode* NodePtr;

const Keyé& key () const { return key; }
Key& key() { return key; } // Acces
[..]

unsigned int degree() const; //

void remove_ child(NodePtr child); // ( . , )
protected:

Key key; // Der Schlis

Inf inf; // Die Inform @ @
NodePtr left; // Linker Ges

NodePtr right; // Rechter Ge

NodePtr parent; // Elterknote ('@')
NodePtr first child; // Erster Kin
bool mark; // Markierung

’_/.

ol'v

Eor

_ !

find min, merge im Fibonacci-Heap

* merge
— Vereinige die Wurzellisten
— min(H) = min(min(H,), min(H,))
= O(1)
* find min: O(1)

-y
Eor

ol'v
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insert im Fibonacci-Heaps

min

Knoten wird neben dem Minimum in der Wurzelliste
eingefiigt, der Zeiger auf das Minimum
gegebenenfalls angepasst

@ o)

o

insert im Fibonacci-Heaps

min

Knoten wird neben dem Minimum in der Wurzelliste
eingefiigt, der Zeiger auf das Minimum
gegebenenfalls angepasst

= 0(1)

16
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delete_min im Fibonacci-Heap

void delete min()
{
NodePtr node = min() ;
if (node == 0) throw “Empty heap!"“;

Fir jedes Kind child von node:
child.parent = 0;
insert_into_rootlist(child);

erase_from rootlist(node) ;
if (node->right == node)
{
min() = 0;
} else {
min() = node->right;
consolidate() ;
}
delete node;
number of nodes--;

-
delete_min im Fibonacci-Heap
void delete min()
{
min NodePtr node = min();

if (node == 0) throw “Empty heap!"“;

Fir jedes Kind child von node:
child.parent = 0;
insert_into_rootlist(child) ;

erase_from rootlist(node) ;
if (node->right == node)
{
min() = 0;
} else {
min() = node->right;
consolidate() ;
}
delete node;
number of nodes--;

17



delete_min im Fibonacci-Heap

void delete min()

{
min NodePtr node = min();
if (node == 0) throw “Empty heap!"“;

Fir jedes Kind child von node:
child.parent = 0;

........ @ __ @ i _@ insert_into_rootlist(child) ;

erase_from rootlist(node) ;
[ If (node->right == node)
{
min() = 0;
} else {
min() = node->right;
consolidate() ;
}
delete node;
number of nodes--;

}

delete_min im Fibonacci-Heap

void delete min()

{

min

NodePtr node = min() ;
if (node == 0) throw “Empty heap!"“;

@ Fir jedes Kind child von node:
child.parent = 0;

_______________ @ __ @ _@ insert_into_rootlist(child);

erase from rootlist (node) ;

@ @ if (node->right == node)
{

min() = 0;
} else {

min() = node->right;

consolidate() ;
}
delete node;
number of nodes--;




consolidate im Fibonacci-Heap

 insert und delete min erhohen die Anzahl der
Baume

* Gelegentlich muss die Zahl der Baume reduziert
werden = consolidate

* Idee: Verschmelze Baume gleichen Grads in der
Wurzel bis nur noch Baume mit unterschiedlichem

Grad tibrig bleiben. Erhalte dabei die
Heapeigenschalft.

consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()

[aofofofo]efofo]ef ]|

NodePtr v, x, y;

vector<NodePtr> A(max deg() + 1);

Fur alle Knoten v aus root list:

min {
\ x =v;
............... @ ;}r::lg =(A:[¢c—1]>d<!ac_=;r<oa<)a();
{
@

y = A[d];
if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);
A[d] = O;
d++;
}
La ol =]y} A[d] = x;
min() = 0; // Ldéscht Wurzelliste!
-

19



[a]ofefofofefofo]o]

min —\\\x

............... g @

—

consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:
{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);
A[d] = O;
d++;
A[d] = x;
}
min() = 0;

[a]ofefofofefofo]o]

i) WA
.

consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = \;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0U)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y)’
A[d] = 0;
d++;
A[d] = x;
}
min() = 0;

20
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consolidate im Fibonacci-Heap

[a]ofefofofofofo]o]

min —\\\x

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

............... g @

X = v;
int d = x->degree() ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);
A[d] = O;
d++;
A[d] = x;
}
min() = 0;

consolidate im Fibonacci-Heap

[a]ofefofofefofo]o]

i SR
5

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y)’
A[d] = 0;
d++;
}
A[d] = x;
}
min() = 0;

21
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consolidate im Fibonacci-Heap

[2]o] [ofofefofo]o]

min

............... g @

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)
link(x, y);
A[d] = O;
d++;
}

A[d] = x;

}

min() = 0;

consolidate im Fibonacci-Heap

[2]o] [ofofefofo]e]

min

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:
{

............... bogo

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y)’
A[d] = 0;
d++;
A[d] = x;
}
min() = 0;

22
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consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()

[2]o] [ofefefofefe] |y
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root list:
min { -
X = v;
............... . . int d = x->degree();
@ @ @ while (A[d] '= 0)
{
@ | © y = Ald];
if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)
link(x, y);
A[d] = O;
d++;
}
la o] =]y} A[d] = x;
}
min() = 0;
-
\Jn\
consolidate im Fibonacci-Heap
void consolidate ()
[2[o] [ofefefofefe] |y
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:
min {
X = v;
............... . . int d = x->degree();
@ @ @ while (A[d] '= 0)
{
@ | ® y = Aldl;
if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)
link(x, y);
A[d] = O;
d++;
}
La o =]y} A[d] = x;
}
min() = 0;
-
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consolidate im Fibonacci-Heap

|A| | |0|0|0|0|0|0| void consolidate()
{ vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
- Fir alle Knoten v aus root_list:
min {
X = v;
i d = x->d 8
............... @ .. @ ;}r::le (ATd] Tgrg;a()
{
@ | y = Aldl;
if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)
link(x, y);
A[d] = O;
d++;
La o =]y} zi[d]=x;
}
min() = 0;
-
consolidate im Fibonacci-Heap
|A| | |0|0|0|0|0|0| void consolidate()

{

vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
- Fir alle Knoten v aus root_list:
min {
X = v;

@ @ int d = x->degree() ;
while (A[d] '= 0)
{
@ y = A[d];
if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y)
A[d] = O;
d++;
La o =]vy] zi[d]=x;
}
min() = 0;
-
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consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()

[2] [ Jofofofofefo] |y
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
- Fir alle Knoten v aus root_list:
min {
X = v;
i d = x->d (VB
............... @ @ ;}r::le (A:[‘d] ?grg;e
{
@ [ y = Aldl;
if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)
link(x, y);
A[d] = O;
d++;
a1 =]y} A[d] = x;
}
min() = 0;
-
consolidate im Fibonacci-Heap
|A| | |0|0|0|0|0|0| void consolidate()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree() ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y)’
A[d] = 0;
d++;
A[d] = x;
}
min() = 0;
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consolidate im Fibonacci-Heap

[2] | [ofofefofo]e]

min

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

1t (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);

A[d] = 0;

d++;

A[d] = x;
}

min() = 0;

consolidate im Fibonacci-Heap

[2] | [ofofefofo]o]

min

void consolidate ()
{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:
{
X = v;
int d = x->degree() ;
while (A[d] !'= 0)
{
y = A[d];

1f (x->key () > y->key())

std: :swap(x, y)
link(x, y) -
A[d] = 0;
d++;

A[d] = x;

26



consolidate im Fibonacci-Heap

B T Tololole] [ omeeries=0

min

{

vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;

Fir alle Knoten v aus root_list:
{

X =v;
_<::)_ int d = x->degree() ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[dl;

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

Tink (%, y)

A[d] = O;

void link (NodePtr root, NodePtr child)
y | {

remove from root list(child);

root.insert child(child) ;
child->mark () = false;
}

consolidate im Fibonacci-Heap

B T LoTolole] [ someeries=0

{

min

vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;

Fir alle Knoten v aus root_list:

{

..................... .. @ int d = x->degree();

X = v;
while (A[d] '= 0)
{

y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

Tink (%, y)

A[d] = O;

void link (NodePtr root, NodePtr child)
{

remove from rootlist(child) ;

root.insert child(child) ;

child->mark () = false;
}

27



[2] | [ofofefofo]e]

min

consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

Tink (%, y)

A[d] = O;

I I

void link (NodePtr root, NodePtr child)

remove from rootlist(child);
root.insert child(child) ;

2 child->mark () = false;

=z }

consolidate im Fibonacci-Heap

[2] [ lofofefofo]o]

min

void consolidate ()

vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);
A[d] = 0;
d++;
ENENERFA Ald] = x;
}
min() = 0;
oy
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[2] [efofofefofo]o]

min

consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);

A[d] = 0;

d++;

A[d] = x;
}

min() = 0;

[2] [efofofefofo]o]

min

consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()
{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:
{
X = v;
int d = x->degree() ;

while (A[d] '= 0)

{
y = A[dl;
if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)
link(x, y)’
A[d] = O;
d++;

A[d] = x;
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min

consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)
link(x, y)

A[d] = 0;
d++;
[¢e ]2 =]y | L
111in() =0;
consolidate im Fibonacci-Heap
|A| |°| |° |o| o|0| °| void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:
{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y)’
A[d] = 0;
d++;
A[d] = x;
}
min() = 0;
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consolidate im Fibonacci-Heap

[2]

o]

[ofefeffofe]

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree() ;
while (A[d] '= 0U)
{
y = A[dl;

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);
A[d] = 0;
d++;
A[d] = x;
}
min() = 0;
-
\f?/n‘
consolidate im Fibonacci-Heap
BT o[ e [oTs] [ mereaee0

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree() ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y)’
A[d] = 0;
d++;
A[d] = x;
}
min() = 0;
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consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

[2] [o] [ofefofo]e]

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

1t (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);
A[d] = 0;
d++;
A[d] = x;
}
min() = 0;
7
consolidate im Fibonacci-Heap
B -] FleleTe] [ o=t

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

1f (x->key () > y->key())

std: :swap(x, y)
link(x, y);
A[d] = O;
d++;

A[d] = x;
}

min() = 0;




[2] [o] [ofefofo]e]

consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

Tink (%, y)

min

A[d] = 0;
d++;
A[d] = x;
}
min() = 0;
=,
consolidate im Fibonacci-Heap
BT o[ e [oTs] [ mereaee0

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:
{
X = v;
int d = x->degree() ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];
if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)
link(x, y);

Ald] = 0;

d++;

A[d] = x;
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consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()
{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:
{
X = v;
int d = x->degree() ;
while (A[d] '= 0)
{

[aofe] [ofefofo]o]

min

y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);

A[d] = 0;

dt+:

A[d] = x;
}

min() = 0;

consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()
[ofefofe]e] |y
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:
{
X = v;
int d = x->degree() ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];
if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)
link(x, y);
A[d] = O;
d++;
}

(2] o [o]

min

A[d] = x;
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consolidate im Fibonacci-Heap

[2]o]

void consolidate ()

Jl[ofefelfo]
| (

min

vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);

A[d] = O;

d++;

}
A[d] = x;

consolidate im Fibonacci-Heap

[2]o]

void consolidate ()

Jl[ofefelfo]
| (

min

vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, vy;
Fir alle Knoten v aus root list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);
A[d] = O;
d++;
IENENEN A[d] = x;
}
min() = 0;
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min

consolidate im Fibonacci-Heap

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);

A[d] = 0;

d++;

A[d] = x;

consolidate im Fibonacci-Heap

[ao] [ [ofefofo]e]

min

(29)

©
® /@

&)
@

void consolidate ()

{
vector<NodePtr> A(max deg() + 1);
NodePtr v, x, y;
Fir alle Knoten v aus root_list:

{

X = v;
int d = x->degree () ;
while (A[d] '= 0)
{
y = A[d];

if (x->key () > y->key())
std: :swap(x, y)

link(x, y);
A[d] = O;
d++;
A[d] = x;
}
min() = 0;
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consolidate im Fibonacci-Heap

[ao] [ [ofefofofef |y

void consolidate ()

[..]

min

for (i = 0; i < A.size(); i++)

if (A[i] '= 0)
{
insert_into_rootlist(A[i]);
if (min() ==
Il A[i]->key() < min()->key())
{
min() = A[i];
}
}

T
Potenzialfunktion zur amortisierten Analyse

* Der Fibonacci-Heap H enthalte N Knoten
* M sei die Anzahl markierter Knoten (mark = true)
» T sei die Anzahl der Baume in der Wurzelliste
» Es existiere ein maximaler Grad D aller Knoten
» Wir wihlen die Potenzialfunktion als
O(H) = T(H) +2 M(H)
@ hat folgende Eigenschaften

— Fiir einen leeren Heap ist ® =0
— Fiir zwei Heaps H, und H, gilt
O(H, UH,)=D(H,) +O(H,)
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Amortisierte Analyse von insert

insert: neuer Knoten wird neben dem Minimum
in der Wurzelliste eingefiigt, der Zeiger auf das
Minimum gegebenenfalls angepasst

Analyse:
— # Béume erhéht sich: T, =T, + 1
— # Markierungen konstant: M, , = M,

= AD =0, -0, =(T;+1+2 M) - (T,-2M) =1

Worst-Case-Laufzeit und amortisierte Laufzeit O(1)

Analyse von delete_min

{

{
}

}

void delete min()

NodePtr node = min() ;
if (node == 0) throw “Empty heap!"“;

Fir jedes Kind child von node: // max. O(D) Kinder!

erase from rootlist (node) ; // T;,; =T, +D -1

if (node->right == node)

delete node;
number of nodes--;

child.parent = 0;
insert_into_rootlist(child) ;

min() = 0;

else {

min() = node->right;
consolidate() ;

—

>y
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Analyse von delete_min

void delete min()
{
NodePtr node = min() ;
if (node == 0) throw “Empty heap!"“;

Fir jedes Kind child von node: // max. O(D) Kinder!
child.parent = 0;
insert_into_rootlist(child) ;

erase_from rootlist (node) ; // Tyy; =T, +D -1

if (node->right == node)

{
min() = 0;
} else {
min() = node->right;
consolidate() ; // Analyse von consolidate?

}
delete node;
number of nodes--;

—r
.

Analyse von consolidate
vector<NodePtr> A(max_deg() + 1); // O(D;)
Fir alle Knoten v aus root_list: // O(T,)

[..]
while (A[d] '= 0)
{
[..]
d++;
}
A[d] = x;
min() = 0; // T;,, = 07?
for (i = 0; i < A.size(); it++) // O(D,)
{
if (A[i] '= 0)
{
insert_into_rootlist (A[i]); // T, £D; +1
[..]
}
}
'
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Analyse von delete_min

void delete min()
{
NodePtr node = min() ;
if (node == 0) throw “Empty heap!"“;

Fir jedes Kind child von node: // O(D,)
child.parent = 0;
insert_into_rootlist(child) ;

erase_from rootlist (node) ; // T,,; =T, +D, -1

if (node->right == node)

{
min() = 0;
} else {
min() = node->right;
consolidate() ; // O(T, + D,)

}
delete node;
number of nodes--;

—

ol'v

Eor

Analyse von delete_min

Die tatsdchlichen Kosten ¢; fir delete_min sind

=00, +T)
Fiir das Potenzial vor der Ausfiihrung von delete_min gilt:
®=T,+2M,

Nach der Ausfiihrung bleiben maximal 7;,, = D, +1 Wurzeln iibrig. Ferner werden
keine Knoten neu markiert, d.h. M,,, = M;. Daher gilt fir ®,,,.
Qi =Ty T2 M =D+ 142 M,
Die amortisierten Kosten a; betragen somit
a; =¢;t Dy - D;

=OMD,+T)+D;+1+2M-T, -2 M,

= O, +T)+D,+1-T, =0D) + OT) T,

=0(D)
Der letzte Schritt ist moglich, da sich @ stets so skalieren lédsst, dass die in O(T))

versteckten Konstanten kompensiert werden und O(T;) — T, verschwindet.
'
\/

ol'v
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Bestimmung des maximalen Grades D
|Ix|| sei die Anzahl der Knoten im Unterbaum von Knoten x inklusive x.
grad(x) sei der Grad (Anzahl der Kinder) von Knoten x.

Lemma 1:
Sei x irgendein Knoten in einem Fibonacci-Heap mit Grad k. Seien y;,
Yy, ---» ¥i die Kinder von x in der Reihenfolge in der sie hinzugefiigt
wurden. Dann gilt:

grad(y,) > Ound grad(y;)) >i—-2 Vi=2,3,...,k

Beweis:
grad(y,) > 0 ist trivial. Als y, ein Kind von x wurde, waren y, ..., ¥,
bereits Kinder, d.h. grad(x) war (i — 1). consolidate wird y; nur zu
einem Kind von x machen, wenn grad(x) = grad(y;). Da y; seit dem
einfligen hochstens ein Kind verloren, nicht aber dazugewonnen,
haben kann, gilt also: grad(y,) >1— 2.

7 [ |

_ N

Fibonacci

Ein Problem im ,,Liber Abaci“ des Leonardo von Pisa (genannt Fibonacci) lautet:
,Jemand setzt ein Paar Kaninchen in einen Garten, der auf allen Seiten von einer Mauer
umgeben ist, um herauszufinden, wie viele Kaninchen innerhalb eines Jahre geboren
werden. Wenn angenommen wird, dass jeden Monat jedes Paar ein weiteres Paar
erzeugt, und dass Kaninchen zwei Monate nach ihrer Geburt geschlechtsreif sind, wie
Xi;:le Paare Kaninchen werden dann jedes Jahr geboren?*

Eor

ol'v
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Die Fibonacci-Zahlen

0 fur k=0
F,={1 fir k=1
Fp 1+ F.,_> furk>2
Lemma 2: k
Firallek e Ngilt Fpyo =1+ Y F
=0
Beweis:
Induktion iber k.

k=0: 1+F 0=1+0=F 2
Mit der Behauptung F, ;= 1 + X_ %! F, erhélt man fir F,,
Fiyo = Fp+ Frpqa

k-1 k
= Fk+(1+ZFi>:1+ZFZ-.

i=0 i=0 .

_ b

Bestimmung des maximalen Grades D

Lemma 3:
Sei x irgendein Knoten in einem Fibonacci-Heap und grad(x) = k. Dann gilt:
1++5

|z]| > Fryo > ¢F mit ¢ = 5

Beweis:
Sei s, der minimale Wert ||z|| eines Knotens z mit grad(z) = k. Offensichtlich
gilt s, =1, s, =2, s, = 3. Ebenso ist s, nicht groBer als ||x|| und die s, wachsen
monoton mit k.
Ferner seien y,, y,,...y, die Kinder von x in der Reihenfolge in der sie
eingefiigt wurden. Um eine untere Schranke fiir ||x|| zu berechnen, zdhlen wir
eine Eins fiir x selbst und fiir y, und wenden dann Lemma 1 an:

k k
z[| = s, =2+ Z Sgrad(y;) > 2+ Z §i—2

j Lemma 1:
grad(y,) > Ound grad(y;) >i-2 Vi=2,3,..,k
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Bestimmung des maximalen Grades D
Mit vollsténdiger Induktion {iber k lasst sich zeigen, dass s, > F,, fiir alle k:
k=0:5=1>0=F,
k=1:5,=2>1=F,
Mit der Induktionsbehauptung gilt:

k k k
sp > 24 Y 50224 Y Fi=14) F=Fyo
Ferner glauben wir (ohne Beweis), dass F,, > ¢ [ |

Korollar:

Der maximale Grad D(N) eines jeden Knotens in einem Fibonacci-Heap mit N Knoten ist
O(log N).

Beweis:
Sie x ein Knoten des Heaps und grad(x) = k. Nach Lemma 3 gilt:
N> |lx|| = ¢

Durch Logarithmieren erhdlt man:

2 log, N >k [ |
\/n X

_ decrease key im Fibonacci-Heap

min -

node | key | 15 |
void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)
{
if (node.key() < key) throw “No decrease!"; // Konsistenzcheck
node.key() = key; // Neuen Schlissel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() !'= 0 && node->parent->key() > key)
// Heapeigenschaft verletzt!
cut (node) ;
cascading_cut(p) ;

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen

B

ol'v
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decrease key im Fibonacci-Heap

min

nodel key | 15 |
void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)
if (node.key() < key) throw “No decrease!"“; // Konsistenzcheck
node.key () = key; // Neuen Schlussel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() !'= 0 && node->parent->key() > key)
// Heapeigenschaft verletzt!
cut (node) ;
cascading_cut(p) ;

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen

decrease key im Fibonacci-Heap

min

nodel key | 15 |

void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)

{
if (node.key() < key) throw “No decrease!"“; // Konsistenzcheck
node.key () = key; // Neuen Schlussel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() !'= 0 && node->parent->key() > key)
// Heapeigenschaft verletzt!
cut (node) ;
cascading_cut(p) ;

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen
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decrease key im Fibonacci-Heap

min

nodel key | 15 |
void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)
if (node.key() < key) throw “No decrease!"“; // Konsistenzcheck
node.key () = key; // Neuen Schliissel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() '= 0 && node->parent->key() > key)
// Heapeigenschaft verletzt!

cut (node) ;
cascading_cut(p) ;

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen

decrease key im Fibonacci-Heap

min

nodel key | 15 |

void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)

{
if (node.key() < key) throw “No decrease!“; // Konsistenzcheck
node.key () = key; // Neuen Schliissel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() '= 0 && node->parent->key() > key)
{ /7 Heapeigenschaft verletzt!

cut (node) ;
cascading_cut(p) ;

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen
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decrease key im Fibonacci-Heap

‘

15
iz (el Gl void cut (NodePtr node)
if (nogq {
node . k¢ 1f (node->parent() == 0) throw “Cannot cut root!";
NI // Entferne Knoten aus ElFerknoten
if (no node->parent () ->remove_child(node) ;
{ node->parent() = 0;
cut (1 // Fige in Wurzelliste ein
it insert_into_rootlist(node) ;
) // Entferne mégliche Markierung
if (kejy node->mark () = false;
} }
.
decrease key im Fibonacci-Heap
min
15
¥°1d el void cut (NodePtr node)
if (nogd {
node . kg if (node->parent() == 0) throw “Cannot cut root!'";
i // Entferne Knoten aus Elterknoten
if (no node->parent () ->remove_child(node) ;
{ node->parent() = 0;
cut ( 77 Fuge 1n Wurzelliste ein
bl insert_into_rootlist(node) ;
) // Entferne mégliche Markierung
if (kejy node->mark () = false;
} }

ol'v
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‘

decrease key im Fibonacci-Heap

15 |
VIEEC! CLE void cut (NodePtr node)
if (nogq {
node . kg if (node->parent() == 0) throw “Cannot cut root!'";
i // Entferne Knoten aus Elterknoten
ig 7nm node->parent () ->remove_child(node) ;
{ node->parent() = 0;
cut (1 // Fige in Wurzelliste ein
} it insert_into_rootlist(node) ;
// Entferne mégliche Markierung
if (kejy node->mark () = false;
} }
\Jn ’
decrease key im Fibonacci-Heap
15 |

void dec]
{
if (nogd
node . k4

NodePt3
if (nogq
{

void cut (NodePtr node)

{
if (node->parent() == 0) throw “Cannot cut root!'";
// Entferne Knoten aus Elterknoten
node->parent () ->remove_child(node) ;
node->parent() = 0;

cut (1

// Fige in Wurzelliste ein

CasCae

}
if (key

insert_into_rootlist(node) ;

/7 Entferne mogI:LcHe Marxlerung

node->mark () = false;

}

ol'v
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decrease key im Fibonacci-Heap

iz (el Gl void cut (NodePtr node)
if (not{
node . kg if (node->parent() == 0) throw “Cannot cut root!'";
// Entferne Knoten aus Elterknoten
NodePt} .
if (no node->parent () ->remove_child(node) ;
{ node->parent() = 0;
cut (1 // Fige in Wurzelliste ein

hatdd insert into rootlist (node) ;

! // Entferne mégliche Markierung
if (key node->mark () = false;

B

ol'v

decrease key im Fibonacci-Heap

nodel key | 15 |

void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)

{
if (node.key() < key) throw “No decrease!“; // Konsistenzcheck
node.key () = key; // Neuen Schliissel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() !'= 0 && node->parent->key() > key)
// Heapeigenschaft verletzt!
cut (node) ;
cascading cut(p);

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen

B

ol'v




min

decrease key im Fibonacci-Heap

‘

‘{'°id el void cascading_cut (NodePtr node)
if (nod{
node . k¢ if (node->parent() == 0) return;
NodePt] - = 2
if (nogq {
node->mark () = true;
cut (4 } else {
; CasSecs cut (node) ;
cascading cut(node->parent());
if (key }
} }
\Jn\
decrease key im Fibonacci-Heap
min -

‘{'°1d CEs void cascading_cut (NodePtr node)
if (nogd {
node . kg if (node->parent() == 0) return;
e if (node->mark () == false)
if (nogq {
node->mark () = true;
cut (1 } else {
€ascq cut (node) ;
} cascading cut(node->parent());
if (key }
} }

B

ol'v
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decrease key im Fibonacci-Heap

min

‘{'°id el void cascading_cut (NodePtr node)
if (not{
node . kg if (node->parent() == 0) return;
e if (node->mark () == false)
if (nod__{
node->mark () = true;
cut ( T else |
; cascs cut (node) ;
cascading cut(node->parent());
if (key }
} }
\Jn ’
_ decrease key im Fibonacci-Heap
min -

nodel key | 15 |

void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)

{
if (node.key() < key) throw “No decrease!“; // Konsistenzcheck
node.key () = key; // Neuen Schliissel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() !'= 0 && node->parent->key() > key)
// Heapeigenschaft verletzt!
cut (node) ;
cascading_cut(p) ;

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen

B
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min
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void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)
if (node.key() < key) throw “No decrease!"“; // Konsistenzcheck
node.key () = key; // Neuen Schlussel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() !'= 0 && node->parent->key() > key)
// Heapeigenschaft verletzt!
cut (node) ;
cascading_cut(p) ;

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen

min

5|
void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)
{
if (node.key() < key) throw “No decrease!"“; // Konsistenzcheck
node.key () = key; // Neuen Schlussel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() !'= 0 && node->parent->key() > key)
// Heapeigenschaft verletzt!
cut (node) ;
cascading_cut(p) ;

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen
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void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)
if (node.key() < key) throw “No decrease!"“; // Konsistenzcheck
node.key () = key; // Neuen Schlussel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() !'= 0 && node->parent->key() > key)
// Heapeigenschaft verletzt!
cut (node) ;
cascading_cut(p) ;

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen

min

5|
void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)
{
if (node.key() < key) throw “No decrease!“; // Konsistenzcheck
node.key () = key; // Neuen Schliissel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() !'= 0 && node->parent->key() > key)
{ 77 Heapeigenschafit verletzt!

cut (node) ;
cascading_cut(p) ;

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen
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Y°id = void cut (NodePtr node)
if (nog {
node . kg 1f (node->parent() == 0) throw “Cannot cut root!";
N // Entferne Knoten aus Elterknoten
12 Tn& node->parent () ->remove_child(node) ;
{ node->parent() = 0;
cut (1 // Fige in Wurzelliste ein
} €as¢y  insert_into_rootlist(node) ;
// Entferne mégliche Markierung
if (kej node->mark () = false;
} }
\/n'
decrease key im Fibonacci-Heap
min -
5|

void cut (NodePtr node)
{

1f (node->parent() == 0) throw “Cannot cut root!";

// Entferne Knoten aus Elterknoten
node->parent () ->remove_child(node) ;
node->parent() = 0;

// Fige in Wurzelliste ein
insert_into_rootlist(node) ;

// Entferne mégliche Markierung
node->mark () = false;
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min

void cut (NodePtr node)
{

if (node->parent() == 0) throw “Cannot cut root!";

// Entferne Knoten aus Elterknoten
node->parent () ->remove_child(node) ;
node->parent() = 0;

/7 Fuge 1in Wurzelliste ein
insert_into_rootlist(node) ;

// Entferne mégliche Markierung
node->mark () = false;

decrease key im Fibonacci-Heap

min

108

void cut (NodePtr node)
{

// Entferne Knoten aus Elterknoten
node->parent () ->remove_child(node) ;
node->parent() = 0;

if (node->parent() == 0) throw “Cannot cut root!'";

// Fige in Wurzelliste ein
insert_into_rootlist(node) ;

g
node->mark () = false;
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void cut (NodePtr node)
{
if (node->parent() == 0) throw “Cannot cut root!'";
// Entferne Knoten aus Elterknoten
node->parent () ->remove_child(node) ;
node->parent() = 0;
// Fige in Wurzelliste ein
insert into rootlist (node) ;
// Entferne mégliche Markierung
node->mark () = false;

_ "

decrease key im Fibonacci-Heap

min

Y°id = void cascading_cut (NodePtr node)

if (nodd
node . k¢ if (node->parent() == 0) return;
o if (node->mark() == false)
if (nog {
{ node->mark () = true;
cut (1 } else {
CaScq cut (node) ;
cascading cut(node->parent());

}
if (key }




min

decrease key im Fibonacci-Heap

void cascading_cut (NodePtr node)

{

if (node->parent() == 0) return;
if (node->mark () == false)
{
node->mark () = true;
} else {
cut (node) ;

cascading cut(node->parent());

min

decrease key im Fibonacci-Heap

void cascading_cut (NodePtr node)

{

if (node->parent() == 0) return;
if (node->mark() == false)
{
node->mark () = true;
} else {
cut (node) ;

Ccascading_cut (node->parent());
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void cascading_cut (NodePtr node)
{
if (node->parent() == 0) return;
if (node->mark () == false)
{
node->mark () = true;
} else {
cut (node) ;
cascading_cut (node->parent()),;
}
}
114
5|

void cascading_cut (NodePtr node)

{

if (node->parent() == 0) return;
if (node->mark() == false)
{
node->mark () = true;
} else {
cut (node) ;

Ccascading_cut (node->parent());
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void cascading_cut (NodePtr node)
{
if (node->parent() == 0) return;
if (node->mark () == false)
{
node->mark () = true;
} else {
cut (node) ;
cascading cut(node->parent()) ;
}
}
116
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void cascading_cut (NodePtr node)

{

1f (node->parent() == 0) return;
if (node->mark() == false)
{
node->mark () = true;
} else {
cut (node) ;

cascading cut(node->parent());
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void cascading_cut (NodePtr node)
{
if (node->parent() == 0) return;
if (node->mark () == false)
{
node->mark () = true;
} else {
cut (node) ;
cascading cut(node->parent());
}
}
118
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void cascading_cut (NodePtr node)

{

if (node->parent() == 0) return;
if (node->mark() == false)
{
node->mark () = true;
} else {
cut (node) ;

cascading cut(node->parent());
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void cascading_cut (NodePtr node)

{

if (node->parent() == 0) return;
if (node->mark () == false)
{
node->mark () = true;
} else {

cut (node) ;

cascading cut(node->parent());

decrease key im Fibonacci-Heap

20

void cascading_cut (NodePtr node)

{

if (node->parent() == 0) return;
if (node->mark() == false)
{
node->mark () = true;
} else {
cut (node) ;

cascading cut(node->parent());
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void cascading_cut (NodePtr node)

{
if (node->parent() == 0) return;
if (node->mark () == false)

node->mark () = true;
} else {
cut (node) ;
cascading cut (node->parenct()) .,

_ -

decrease key im Fibonacci-Heap

@.@ .....................

void cascading_cut (NodePtr node)

{

1f (node->parent() == 0) return;
if (node->mark() == false)
{
node->mark () = true;
} else {
cut (node) ;

cascading cut(node->parent());
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void decrease_key (NodePtr node, const Keyé& key)
{
if (node.key() < key) throw “No decrease!"“; // Konsistenzcheck
node.key () = key; // Neuen Schliissel zuweisen

NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() !'= 0 && node->parent->key() > key)
// Heapeigenschaft verletzt!
cut (node) ;
cascading_cut(p) ;

}

if (key < min()) min() = node; // Minimum anpassen

B
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Analyse von decrease_key

void decrease_ key(NodePtr node, const Keyé& key)

{
[..]
NodePtr p = node->parent() ;
if (node->parent() != 0 && node->parent->key () > key)
cut (node) ; // O(1)
cascading_cut(p); // ?°2°?
if (key < min()) min() = node;
}
void cut (NodePtr node)
{
[..]
node->parent () ->remove_child(node); // O(1)
[..]
insert_into_rootlist(node) ; // O(1), T erhéht
node->mark () = false; // evtl. M erniedrigt
}
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Analyse von cascading cut

void cascading_cut (NodePtr node)

{
if (node->parent() == 0) return;
if (node->mark() == false)
{
node->mark () = true; // Mum eins erhdéht!
} else {
cut (node) ; // O(1), T erhdht

// evtl. M erniedrigt
cascading_cut(node->parent()); // Rekursion!
}
}

Unter der Annahme von 7 rekursiven Aufrufen von cascading_cut ist die tatséchliche
Arbeit in cascading_cut O(r).

Jeder Aufruf von cascading_cut, mit Ausnahme des letzten, entfernt einen markierten
Knoten und fiigt ihn in die Wurzelliste ein. Dabei werden die Markierungen von (r — 1)
Knoten entfernt und eventuell ein weiterer Knoten markiert.

Eor
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Analyse von decrease_key

Tatsdchliche Arbeit in decrease key
O(1) + O(r)
Potenzialinderung

— r Bdume erzeugt: T,,, =T, +r
— max. (2 —r ) Markierungen erzeugt: M, , =M, —r+2
=>AD=r+2Q2-r)=4+r
Amortisierte Kosten:
a,=¢+AD=0(r)+4-r=0(1)
Die letzte Umformung folgt wieder aus der
Skalierbarkeit des Potenzials
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Amortisierte Analyse von Heaps

. . . . Fibonacci-Heap
Operation Binirer Heap Binomial-Heap

(amortisiert)
insert O(log N) O(log N) O(1)
find min o) o) o)
delete_min  (O(log N) O(log N) O(log N)
Decrease_key ((log N) O(log N) o)
create ON) ON) ON)
merge ON) O(log N) o)

-




