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Wir bendtigen eine abstrakte bzw. allgemeine Formulierung des Problems:

Problem: Gegeben zwei beliebige positive ganze Zahlen a und b.
Berechne die Summe s=a+b derZahlenaundb.

Algorithmus: Ein effektives Verfahren, mit dem man quasi ,mechanisch’
beliebige Instanzen eines vorgegebenes Problem lésen
kann, nennt man einen Algorithmus.

,Mechanisch ausfiihrbares Rechenverfahren*




oRRer Zahlen

Historische Herkunft des Begriffs Algorithmus

Das Wort Algorithmus geht auf die lateinische Fassung eines arabischen Namens
zuriick. Dieser gehérte dem Gelehrten , der seine mathematischen
Werke im 9. Jahrhundert am Hofe des Kalifen Al-Ma'mun in Bagdad schrieb. Eines
von ihnen hieB Hisab al-gabr wal-mugabala, d.h. Rechenverfahren durch Ergdnzen
und Ausgleichen. Das Wort Algebra stammt aus diesem Titel und ist offenbar auch
historisch mit dem L&sen von Gleichungen verbunden. In Spanien tauchte der Name
des Verfassers rund drei Jahrhunderte spater in einer lateinischen Bearbeitung seiner
Bicher auf. Diese beginnt mit den Worten:

Dixit Algoritmi ... [Es sprach Algoritmi ...]

Im Laufe der Zeit verband man die daraus entstandene Verballhornung 'Algorithmus,
ganz allgemein mit mechanisch ausfiihrbaren Rechenverfahren.

oRer Zahlen

Bevor man ein vorgegebenes Problem mittels Algorithmen auf einem Rechner l6sen
kann, muss man die Daten der realen Objekte des Problems mittels geeigneter
Datenstrukturen (virtueller Reprasentation (Objekte)) im Rechner speichern.

Wir nehmen an, dass die Zahlen a und b beliebig groR3 (lang) sein kénnen und dass
sie nicht mit dem Datentyp ,int* (mit 32 Bit [<= 232]) oder ,long* (mit 64 Bit [<= 264])
reprasentiert werden kénnen.

Bem.: Fur eine vorgegebene Basis B >= 2, lasst sich jede nichtnegative Zahl a
eindeutig schreiben als

n-

l .
aB'=(a,;...a)) mit 0<a <B furale i0{01,...,n-1}
i=0

Fir die Reprasentation beliebig groRer Zahlen im Rechner bietet es sich an,
B = 231 zu wéhlen und eine Zahl a = (a,,, ... a,) als einen Vektor (vector<int>)
von n int's zu speichern.




Wir speichern lange Zahlen als Objekte der Klasse ,Integer”:

Eine primitive Addition ist die Addition dreier ,einstelliger* Zahlen:

Das Resultat einer primitiven Addition kann héchstens zweistellig sein,
wobei der Ubertrag in der int-Variablen ,carry* gespeichert wird.

Auf der folgenden Seite geben wir die C++-Synthax (C) des Schuladditions-

Integer a
Integer b
a.digits()
b.digits()
ali]
b[i]

int primitive_add(int i, int j, int& carry)

algorithmus an.

grol3er Zahlen

deklariert und definiert ein Objekt a aus der Klasse Integer

deklariert und definiert ein Objekt b aus der Klasse Integer
gibt die Anzahl der Stellen (n) von a bzgl. Basis B zuriick

gibt die Anzahl der Stellen (n) von b bzgl. Basis B zuriick
gibt die i-te Stelle a, von a als int zurlck (0, falls i >= n)
gibt die i-te Stelle b, von b als int zurick (0, falls i >= n)

Integer Integer::operator+(const Integer& a)

{

}

int n = max(a.digits(),this->digits());
Integer sum(n+1); /I Variable fir die Summe
int carry = 0; // Variable fiir den Ubertrag

for (int i=0; i<n ;

suml[i] = primitive_add(a[i],(*this)[i], carry); // primitive Add. mit 2-stelligem

{

}

sum[n] = carry;
return sum;

groRRer Zahlen

i++)

/I Resultat.

1356 Lemma (1): Um zwei n-stellige Zahlen zu addieren

bend6tigt der Algorithmus Schuladdition
6556 n primitive Additionen (Operationen).
0110

Die Zahl der Stellen (GroRe der Eingabe) n ist hier
7912 ein Maf fur die GroRe des Problems.




grof3er Zahlen

Der Schulmultiplikationsalgorithmus 81*111
Zusatzliche C++-Operatoren (Operator Overloading) 8:251
* Integer operator+(const Integer& a); } n primitive Additionen .-.-.-.-?}
8991
« Integer operator*(int d); }  nprimitive (Add. + Mult.)
* Integer operator<<(int i); } n+i primitive Zuweisungen (Kopien)

Integer Integer::operator*(const Integer& a)

int n = this->digits(), m = a.digits();
Integer p(n*m); /I das wird das Produkt
for (inti=0;i<m;i++)

p = p + (((*this) * a[i]) << i); // multipliziere (*this) mit der i-ten Ziffer von a
} //'und schiebe das Resultat um i nach links
return p;

}

for (inti=0;i<m;i++)

p =p + (((*this)* a[i]) << i); /I multipliziere (*this) mit der i-ten Ziffer von a
} /I und schiebe das Resultat um i nach links

Wir analysieren die Laufzeit fir den Fall, dass beide Zahlen gleich lang sind,
d.h., m=n.

n-1 n-1
D An+2i+2=4n"+2n+2> i=4n’ +2n+n(n~-1) =50 +n
i=0 i=0

grof3er Zahlen

Lemma (2): Um zwei n-stellige Zahlen miteinander zu multiplizieren, benétigt
der Algorithmus Schulmultiplikation 5n2+n primitive Operationen.

Beweis: Siehe oben. [ |




on oder asymptotische Notation

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir die folgenden Begriffe eingefiihrt:

* (formale) Problemdefinition

* (konkrete) Instanz eines Problems

* Algorithmus

« EingabegroRRe oder GrofRe der Instanz (n)

* Primitive Operationen (in unserem Beispiel: Add. + Mult. + Zuweisungen)
Ein einfaches Rechnermodell:

Wir definieren uns ein einfaches Rechnermodell, dass es uns erlaubt, die
Ressourcen, welche von einem Algorithmus benétigt werden, abzuschatzen.

RAM oder Random Access Machine
1.
2.

Die RAM hat eine unendliche Folge von Registern oder Speicherzellen.
Die folgenden Operationen sind primitive Operationen, d.h., sie kdnnen
in konstanter Zeit durchgefiihrt werden:

Lese- oder Schreibzugriff auf jedes Register, Additionen, Subtraktionen
Multiplikationen, Divisionen, Sprunganweisungen (,goto"), Vergleiche
{==, 1=, <,>,>=, <=}, boolsche Operationen { &&, || , &, | , usw. }
Spater werden wir noch weitere primit. Operationen kennen lernen!

on oder asymptotische Notation

Annahme:

Fir jede primitive Operation benétigt ein Rechner (RAM) eine Zeiteinheit (1U).

ge

Um die Rechenzeit eines Algorithmus fir eine konkrete Instanz eines Problems
abzuschéatzen, missen wir die Zahl der primitiven Operationen bestimmen.

Il

Die Rechenzeit eines Algorithmus kann als eine Funktion der Eingabegrof3e
(Problemgrof3e) angegeben werden.

Die asymptotische Notation dient zur Klassifizierung und zum Vergleich von
Funktionen nach ihren Zuwachsraten:

Sei F={f:N - Rj} die Menge aller Funktionen von N nach Ry*.
Definition [1]:  Fur gOF ist (lies: ,Theta-von-g“)

O(g) ={f UOF|x,c,>00lh,ON:On=n,:c,g(n)< f(n)<c,g(n)}

Intuitiv ist f® (g), falls f in der gleichen ,GréRenordnung” wie g ist.




tion oder asymptotische Notation

c,9(n)
(n)
c,9(n)

A

f(n)0e(g(n)

> N

Ny

Die asymptotische Notation dient zur Klassifizierung und zum Vergleich von
Funktionen nach ihren Zuwachsraten:

Sei F={f:N - Ry} die Menge aller Funktionen von N nach R*.

Definition [1]:  Fur gOF ist (lies: ,Theta-von-g*)
O(g) ={f OF|x,c,>00h,ON:On=n,:cg(n)< f(n)<c,g(n)}

Intuitiv ist f0O(g), falls f in der gleichen ,GréfRenordnung*” wie g ist.

tion oder asymptotische Notation

Die asymptotische Notation dient zur Klassifizierung und zum Vergleich von
Funktionen nach ihren Zuwachsraten:

Sei F={f:N - R;} die Menge aller Funktionen von N nach Ry*.

Definition [1]:  Fir gOF ist
O@9)={fUOF|x,c,>00,ON:On=n,:c,g(n)< f(n)<c,g(n)}
O(g)={fUOF|X>00M,ON:On=n,: f(n)< cg(n)% )(,,Oh—von—g“)

cg(n

f(n)

f(n)DO(g(n)




ion oder asymptotische Notation

Die asymptotische Notation dient zur Klassifizierung und zum Vergleich von
Funktionen nach ihren Zuwachsraten:

Sei F={f:N - R;} die Menge aller Funktionen von N nach R*.

Definition [1]:  Fur gOF ist
O(9)={fUOF|x,,c,>00,IN:On=n,:c,g(n)< f(n)<c,g(n)}
O(g)={fOF |X>00M,ON:On=n,: f(n)<cg(n)} (,0h-von-g*)
Q(9)={fUF|x>000h,ON:On=n,: f(n)=cg(n)}
o(g)={fOF|Oc>00,ON:On=n,: f(n)<cg(n)}

w(g) ={fOF|Oc>000Ch,ON:On=n,: f(n)>cg(n)}

ion oder asymptotische Notation

Die asymptotische Notation dient zur Klassifizierung und zum Vergleich von
Funktionen nach ihren Zuwachsraten:

Sei F={f:N - Rj} dieMenge aller Funktionen von N nach Ry*.

Stark vereinfacht kdbnnen wir das asymptotische Wachstumsverhalten der
verschiedenen Funktionenklassen wie folgt interpretieren:

fO0O(g)=f<g [fwachstnicht schneller als g]

fOQ(g)=fz=g

fOO(g)=f=¢g

fOo(g)=f <g

fOw(@)=f>g
Beispiel [1]: g(n)=n2

f(n) = 3n2+7n+12 < 3n2+7n2+12n2 <22n2 <cg(n)
f(n) = 3nz+7n+12 0 O(g)
f(n) = 3n2+7n+12>n2=g(n) =>f [ (g) = O (g)




on oder asymptotische Notation

Einige vereinfachende Schreibweisen:
g:N >Ry g(n)=n
g(n)=n*
g(n) =log(n)
g(n) =nlog(n)

== 0(g(n)) =0(n)

==> 0(g(n)) =0(n")

==> 0(g(n)) =O(log(n))

== 0O(g(n)) =0(nlog(n))  usw.

Anstelle der Schreibweise

f(n)00(g(n)) findet man in der Literatur oft auch
f(n)<0(g(n)) oder (&hnlich ,schlampig®)
f(n)=0(g(n))

Beispiel: f (n) =3n? +7n+12=0(n?) = O(n%)
f(n) =3n* +7n+1200(n*) D O(n°)

on oder asymptotische Notation

Hinter der Benutzung der asymptotischen Notation steht die implizite Annahme,
dass ein Algorithmus immer dann besser als ein anderer Algorithmus ist, wenn

die asymptotische Zuwachsrate seiner Laufzeit (bzw. seines Speicherplatzbedarfs)
kleiner als die des anderen Algorithmus ist.

Laufzeit von Algorithmus 1: Laufzeit von Algorithmus 2:
f (n) =10"°n00(n) f,(n) =n*>00(n?%)
Furalle nmit n<10" gilt jedoch:
f.(n) =10"°n >n® = f,(n)

Fur alle realistischen Eingabegré3en hat der Algorithmus 2 die bessere Laufzeit.

Vergleiche von Ressourcenanforderungen (Laufzeit und Speicherplatz) mittels
asymptotischen GréRenordnungen (O-Notation) sind nur unter bestimmten
Voraussetzungen sinnvoll (,u.a. Voraussetzungen tiber die Konstanten®).




tion oder asymptotische Notation

Transitivitat:
f(n)0O(g(n) Og(n)LO(h(n)) = f(n)1O(h(n))

Beweis:
f(n)0O(g(n)) = [&>0 [h,>0 On=n, f(n)<c,g(n)
g(mOoO(h(n)) < [r,>0 hy>0 On=n, g(n)<cyh(n)
Sei C€=C;*C; und ny=max{n;,n;} danngiltfiralle nxn,
f(n)<c,g(n) <c;c h(n) <ch(n)
= [£>0 [h,>0 sodass [On=n, git: f(n)<ch(n)
< f(n)OO(h(n)) H

Reflexivitat:

F(nDOO(f(n)

Symmetrie:
f(n)0O(g(n)) dannund nurdann g(n)OO(f(n))
Beweis: Ubung.

Ferner zeige man, dass die Symmetrie-Aussage nicht fur ,0“
(falls ©® oben durch O ersetzt wird) gilt.

Lemma (3):
fal  O(g(n))+0O(h(n)) O O(max{g(n).h(n)})
[b] c*O(g(n) B O(g(n))
[c] O(g(n))O(h(n)) O O(g(n)h(n))
Beweis:

Wir beweisen hier die Aussage [a] von Lemma (3).
Die Beweise von Aussage [b] und [c] sind Ubungen.

Die Aussage [a] kann wie folgt umformuliert werden: achste Seite




[a]  O(g(n))+0O(h(n)) D O(max{g(n),n(n)})
< [Uf,00(g) 00f, T0O(h): f,(n)+ f, (n) DO(max{g(n),h(n)})
ng 00(g): Et:fg >0 DEhfg sodass [In= N, gt f,(n) < Cy, g(n)
Of, 00(h): [k, >000h, sodass nxn; gil f,(n)<c; h(n)
Wir betrachten nun die Summe zweier beliebiger Funktionen f, und f, :
On=max{n; ,n¢} git:
fg(n)+ f,(n) <c; g(n)+c, h(n) <max{c, ,c, }(g(n)+h(n))
< max{c, ,c, H2max{g(n).h(n)})
< max{2cfg ,2¢¢ }max{g(n),h(n)}

< f (n)+ f, (n)0O0(max{g(n),h(n)}) H

ion oder asymptotische Notation

Beispiel: Wir untersuchen einen Algorithmus A und erhalten als Laufzeit
f (n) =3n+15nlogn+n?00(n) +O(nlogn) +O(n®) 0 O(n?)
Oft wird dies stark vereinfacht wie folgt geschrieben:

3n+15nlogn+n*=0(n) +O(nlogn) +O(n?) =0(n?)

Diese ,Gleichungen“ dirfen nur von links nach rechts gelesen werden!

=

Man sagt:

.Der Algorithmus hat die Laufzeit (Zeitkomplexitat) O(n2).“
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ver Multiplikationsalgorithmus

Die bekannteste Problemldsestrategie der Informatik ist ,Divide&Conquer*

(,teile und herrsche").

Gegeben zwei n-stellige Zahlen

a=(a.1%)s ffeile aundb jeweils a¥ =(a,,--8,)s 27 =(a,42)s
b=(b,,---by); [in zwei Halften: b® =(b,,---b,)s b =(b,,---0y)s

Dann gilt:

ab = (a(l)Bm + a(O))(b(l)Bm + b(O)) - a(l)b(l)BZm + (a(O)b(l) + a(l)b(O))Bm + a(O)b(O)
Hieraus folgt:

Die Multiplikation zweier n-stelliger Zahlen lasst sich also auf vier Multiplikation
zweier héchstens [n/2]-stelliger Zahlen zuriickfiihren (plus Shift-Operationen).

wobei m= |_n/2_\

a=a®B"+a® b=b®B"+p®

ab= (a(l)Bm + a(O))(b(l)Bk + b(O)) = aWpOBmk 4+ gOpOBM 4+ gWpO Bk 4 gOK(©)
Integer recursive_mult(const Integer& a, const Integer& b) {

Integer a0, a1

int n = a.digits(), | = b.digits();

/l fallsaund b

if (n==1 && | == 1) return primitive_mult(a[0],b[0]);

intm=n/2,k=1/2;

if (m>0){
alt=a>m; /I schiebe a um m Ziffern nach rechts
a0=a- (a1l <<m); /I die rechtesten m Ziffern von a

}

if (k>0){
b1=b>>k; /I schiebe b um k Ziffern nach rechts

| b0 =b - (b1 << k); /I die rechtesten k Ziffern von b

Integer p1 = recursive_mult(a0,b0);
Integer p2 = recursive_mult(a1,b0);
Integer p3 = recursive_mult(a0,b1);
Integer p4 = recursive_mult(a1,b1);
return (p1 + (p2<<m) + (p3<<k) + (p4 << (M+k));

ver Multiplikationsalgorithmus

, b0, b1;

einstellig, tut es eine primitive Multiplikation
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