Mathematik fiir Informatiker II - Ubungsblatt 7
Ubungsgruppe 1 - Mo, 14-16 Uhr
Janko Bohm

Jan Hendrik Dithmar - Matrikelnummer 2031259



Aufgabe 1

r > 0Ah > 0 gegeben.

(a)
Zylinder: Z = {(z,y,2) € R? | 22+ y? < 72 Az € [0,h]} Betrachte zwecks
Transformation der Koordinaten z,y, z auf Zylinderkoordinaten o, ¢, z die Ab-
bildung

Z R’ — R’ mit Z(0,,2) = (- cos(p), 0 sin(p), z) = (&1,62,&3)

Funktional-Matrix der Abbildung Z:

DZ(0,0,2) = | 52 G2 &2

Jdo oy 0z
08 0¢s 0%
0 Op 0z

= detDZ(0,0,2) = 1- cos(p) —e-sin(y)

Betrachte nun:

Z"={(0-cos(p),0-sin(p),z) | 0 €[0,7] Ap € [0,27] Az € [0,h]}



Dann gilt fiir Vol(Z):

Vol(Z) =

= ar’h
Ergebnis: Vol(Z) = wr?h

(b)
Halbkugel: HK = {(x,y,2) € R® |22 + 2+ 22 <r?’ Az € [0,7]}.
Betrachte zwecks Transformation der Koordinaten z, y, z auf Kugelkoordinaten
0, p, ¥ die Abbildung
® : R3 — R3 mit ®(p,,9) = (0 cos(p)cos(?), o - sin(p)cos(9), o - sin(V))

In Ubungsblatt 6, Aufgabe 5 wurde bewiesen, dass fiir die Determinante der
Funktional-Matrix D®(p, ¢,v) der Abbildung ® gilt:

det(D® (0, ¢, 0)) = 0 - cos(V)
Betrachte nun:

HEK' = {(p-cos(p)cos(), o-sin(p)cos(9), o-sin(9)) | 0 € [0,7]Ap € [0, 27|AD € [0, g]}



Dann gilt fiir Vol(HK):

Vol(HK)

Ergebnis:

= / dv = / 0% - cos(V)dV’
HK HK'
/ 0% cos(ﬁ)dg) dgp) dd
0
2m 1 T
/ |:Q3 : 005(29)] dgp) dd
0 3 0
2m 1
/ —r3 . cos(V) dgp) dd
o 3

1 2m
<r3 . cos(ﬁ)) . cp] dd
3 0
1
3

3 cos(z?)) 27 dv

Wl

(VB

WP

2 2
Vol(HK) = 5777’3 = §7T’I“2 ~hmit h=r



(c)

Die Gerade durch die Punkte h und r ist beschrieben durch die Gleichung

y:—%x—i—r, z € [0, h]

Rotiert das markierte Dreieck um die x-Achse, so entsteht ein Rotationskegel
mit dem Grundkreisradius r und der Hoéhe h. Fiir das Kegelvolumen Vol(K)
ergibt sich:

h
Vol(K) = 7r~/ y2dx
0

Ergebnis: Vol(K) = %7‘(’7‘2}1



Aus (a), (b) und (c) folgt:

Vol(Z) : Vol(HK) : Vol(K) = =ar’h: Zar?h: —mwr?h

Aufgabe 3

T :={(z,y,2) € R | (R?—r’42°4+1>+2°)? < 4R*(2°+y?)} mit Radien R > r >0

Fiihre folgende Koordinatentransformation durch:

D:(0,0,9) — ((R+ 0-cos(¥))cos(¢),(R+ o-cos(?))sin(p), o sin(9))
@1 D2 ®3
= (x,y,2) mit o € [0,7], ¢ € [0,27],9 € [0, 27]

Dann gilt:

R? —r? 4 2% +y* 4 22
= R?—1?+ (R+0-cos(¥))? - cos*(p) + (R+ 0 cos(9))? - sin®(p) + o* - sin’ (V)
R® — 1%+ (R + 0 cos(9))* + ¢ - sin®(9)
R%? — 12 + R + 2Ro - cos(9) + 0% - cos® (1) + 02 - sin(")
= 2R?>+42Rp - cos(V) + 0* — r?
——

<0
< 2R-(R+o0-cos(¥)) =2R- /22 + y?2
—— ——
>0

Also: R2 —r? + 22 + 2 + 22 < 2R \/:ﬁy2
= (R* —r? + 2% + 4 + 2°)? <4R® - (2 + y°) ist erfiillt.

Berechne die Jacobi-Matrix D®(p, ¢, ):

90, 9% 0%y
ok, b, oo
D®(g,¢,9) = 392 95 90
o T T
do op oY
cos(V)cos(p) —(R+ o-cos(¥)) - sin(p) —p-sin(P)cos(p)

= cos(V)sin(p) (R4 o-cos(V))-cos(p) —o-sin(V)sin(p)
sin(1) 0 0 - cos(V)



= det(D®(p, ¢,V))

(R+ 0 cos(9)) - 0+ cos®(9) - (cos® () + sin®(¢))

+(R + ¢ cos(9)) - - sin®(9) - (sin?(p) + cos®(¢))

= Vol(T) = /Tdv—/:ﬂ (/0% </(:(R+Q-cos(19))-gdg>d<p> o

2m 1
= / <Rr2 + =73 003(19)) 27 dv
. \2 3

1 1 2m
= 2m- [2Rr2 94 =73 sin(ﬂ)]
0

3

1
= 27 [2}27“2 . 277]

= 2m2Rr?

Ergebnis: Vol(T) = 272 Rr?



Berechnung des Trigheitsmoments des Torus bezgl. der z-Achse:

m = /(:c2+y2)dxdydz
T

2 = (R+0-cos()?-cos*(¢) + (R + 0 cos(9))? - sin®(p)
2

= (R4 0-cos(9))? - (cos*(p) + sin?(y))

=1

= (R+0-cos(¥))?

=m = / (2% 4 y?)dzdydz = /(R + 0 - cos(0))*dV
T

T

= /027r (/027r </01~(R+ 0-cos(9))?- (R+ o-cos(?)) - ng) dgp) dv

Berechne zunichst:

/ (R+ 0-cos(¥))’0do
0
/ (R - 0+ 3R%0% - cos(¥9) + 3Ro> - cos* (V) + o*cos®(¥9))do
0

L3 o 2 3 354 L5 5]
§R 0°+ R°0° - cos(V) + ZRQ - cos?(1) + 50" cos (9)

0

1 1
§R3r2 + R%r3 . cos(¥) + ZR?“4 - cos?(0) + 57“5 - cos> (1)

= /027r (/OT(R+ 0 - cos(9))? - Qd9> dp

1 1
- [2]%31“2 + R%r3 . cos(¥) + szA - cos? (1) + 57’5 . 6083(19):| (%)

Zur weiteren Berechnung werden f027r cos®(19)dv¥ und fo cos®(10)dv benstigt:

/0032(19)d'ﬁ = /003(19) -cos(9) dv
= sin(¥) - cos(¥) — /sin(ﬁ) - (—sin(9))dy
= sin(9) - cos(9) + /(1 — cos?(19))dV
=2 /6082(’[9)d’l9 = sin(9) - cos(9) + 9

<:>/cos2(19)d19 = %(19+8in(19)cos(19))



/cosS(ﬂ)dﬁ = /003(19) (1 = sin®(9))dv
= /cos(ﬁ)dz? - % /3 - cos (V) - sin?(9)dd
= sin(¥) — ésin3(19)

Also: /0033(19)(119 = sin(v¥) — %sin?’(ﬂ)

—~
*
=

21 1 3 1
277/ <2R3r2 + R%3 . cos(V) + ZR7“4 - cos?(9) + 5?"5 : 0033(19)> dy
0

=
L3 2 2.3 3, afl L. Ls(. . 3
= 27 iR r“9 + R°r’sin(9) + ZR?" 5194— ism(z?)cos(ﬁ) + =" sin(9) — 35in (9)
_ 13 0 3 al
= 27 [ZR T 27T+4R7" 22%]
3,2, 9 4
= 27~ |:7TR T +47rRr]
2p 2 p2 3 2
= 2m°Rr (R —i—Zr >
1
Ergebnis: m = /(:c2 + y?)dedydz = §7T2R’I”2 : [4R2 + 37‘2]
T
Aufgabe 4

Ich beweise zunéchst den folgenden

Hilfssatz: Ist F': R™ — R" eine Abbildung, die im Punkt a € R™ stetig ist,
dann existiert zu jeder Umgebung V' von F'(a) eine Umgebung U von a, sodass
FU) CV ist.

Beweis: Nach Vor. ist F' in a stetig.
& zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, sodass Vx € R" mit ||z, al < d gilt:

1F(x), Fa)|l <&
< zu jeder e-Umgebung B(F(a),e) von F(a) gibt es eine §-Umgebung B(a, J)
von a, sodass Yz € B(a,d) gilt:
F(z) € B(F(a),e) (%)
Sei V eine beliebige Umgebung von F'(a)
= es gibt ein gy > 0, sodass gilt: B(F(a)

,80) cVv (1)
S jeder e9-Umgebung B(F(a),gp) von F(a) gibt es eine Umgebung U, etwa
U := B(a, dp) von a, sodass Va € U gilt: F(z) € B(F(a),eo) (2)
Aus (2) und (1) = F(U) C B(F(a),e9) C V, also gilt:
FU)cV

1

)

2w

0



Voraussetzung: F':R" — R” stetig und K C R" kompakt.

Behauptung: F(K) ist kompakt.

Beweis: Zunichst wird gezeigt:

@

(IT)

V C R" offen = F~1(V) offen

Beweis: Sei V C R" offen und sei a € F~!(V) beliebig.

= F(a) € V und V ist Umgebung von F(a), da eine offene Menge
Umgebung jedes ihrer Punkte ist. Dann folgt aus dem Hilfssatz:

Zu der Umgebung V von F'(a) existiert eine Umgebung U von a, sodass
F(U) CV ist.

= U Cc F7Y(V) = F1(V) ist Umgebung von a. Wegen a € F~1(V)
beliebig, ist also F~1(V) Umgebung jedes ihrer Punkte, d.h. F~(V) ist
offen.

Nun wird bewiesen, dass F'(K) kompakt ist:

Sei K eine kompakte Teilmenge des R™ und sei (V;);cr eine beliebig vor-
gegebene offene Uberdeckung von F(K), d.h. F(K) C [J;c; V; und alle
V; € R"™ sind offen.

@ U; := F~1(V;) sind offen Vi € I. AuBerdem:

KcF! (U V) cUr'w) =Uus

iel iel il

also ist | J;c; Ui eine offene Uberdeckung von K. Da K n. Vor. kompakt
ist, gib es eindlich viele Indizies i1, ..., i, € I, sodass K C (Jj_, Uiy,

= F(K) CF(UZ:l Us,) QUZ:1F(Uik):UZ:1 Vi .

Damit ist gezeigt, dass eine beliebig vorgegebene offene Uberdeckung
User Vi von F(K) eine endliche Teiliiberdeckung (J,_, Vi, enthilt, d.h.

F(K) ist kompakt. O
Aufgabe 5
gegeben:
7y = {(z,y,2) eR3 |2 + 4> <1}
Zy = {(z,y,2) eR3|2? + 2% <1}

gesucht: Volumen V von Z; N Zy. V sei der im nicht-negativen Oktanten
liegende Teil des rdumlichen Bereichs Z; N Zs.
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Ubergang zu Zylinderkoordinaten 7, ¢,

x=r-cos(p); y=r-sin(p); z==z2

m2+y2§1

i3

i3

ccos? () + 12 - sin?(p) < 1
- (cos®(p) + Smg(@)) <1

=1

s <1

2+ 22<1 & r?ocosP(p)+ 22 <1
& 22<1 1% cos(p)
z>0

& 2 <V1-12 cos?(p)

= {(r-cos(p),rsin(p),z) | ¢ € [0, g} Ar € ]0,1]Az € [0, V1—712-cos2(¢)|}

7 sei das Volumen des im nicht negativen Oktanten des xyz-Raumes liegenden
Bereiches V.

Dann gilt fiir das Volument 7 von V = Z; N Z»

Es gilt:

l

I
o <j\
S

I
<\
§~

1— 7’2 cos2(¢p) d?“> de

/1 =712 cos(p )dr> dg

S
o\
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Lose zuerst: fol r-+/1—12-cos?(p)dr

/1 r-/1—1r2.cos®(p)dr = N /1 —3r - cos?(¢) - /1 —12 - cos2(p)dr
0 3-cos?(¢) Jo
1 371
= _36052(<,0) [(1 —r? 0052(90))2]0

(1 = sin(p))(1 + sin(p))
' sin?(p) + sin(p) + 1
sin(p) + 1
((sin(p) - (1 + sin(p)) 1
< 1+ sin(p) * 1+ sin(gp))

1
3
1
3
1
3
1
3
1
3
1 , 1

= 3 (0 )

2

% . [—cos(gp) - 2]
1
3
1
3
1
3

0
s 2 1 5
_ T 2“2,
N [=cos(¥)lg 3 [1+tcm(“20)0}
_ 21y
3 |2
1210
- 3’2737
16
=>7=8T=—
T T 3
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