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Aufgabe 1

(b)
q(x) = 2z123 + 23 + 21 + 2 + 73 — 1
q(z) = Az +'br + ¢
T1 0 01 1
Mitz=1| z9 |,A=]1 0 1 0 Jundb=|{ 1 | und c=—1.
3 1 00 1
e Eigenwerte von A
-t 0 1
det(A—tE) = | 0 1—t 0 [=0
1 0 —t
st*(1l-t)—(1—-t) = A-t)t*—1)=0
e (-1)t-1D%t+1) = 0
t1,2 =1
tg3 = —1

= Eigenwerte: \o =1, A3 = —1.

e Bestimmung von Eigenvektoren wq, wo, w3 zu den Eigenwerte von A, so-
dass (w1, ws,ws) eine Orthonormalbasis des R? ist. 1. (A —E)-v =0

-1 0 1 0
0 0 O vo= 0
1 0 -1 0
1
= v = 1
1
1
Vo = —2
1
cu = L0
w = —=-
V3 1
1 12
Wy = —= —
Ve



22.(A+E)-v=0
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A 1 1 1 !
(’wl,w%wi’))(\/3(1)7\/6<12)7ﬁ<01))

ist eine Orthonormalbasis des R3.

Betrachte . . .
V3 VB V2
S=| &+ -2 o0
VA SRS
V3 V6 V2

Man kann nachrechnen, dass
t _ g _.
SAS = diag(1,1,-1) =: D

Ersetze z in ¢(x) durch Sz:

q(Sz) = *(Sx)A(Sx)+'b(Sz) +c
q(Sz) = ‘'a'SASz + ('bS)z +c
q(Sz) = 'zDx+ ('bS)x +c
= q(Sz) = Alx% + )\230% + )\356% + p1x1 + pors + psrs — 1

S = (1,1,1)-8

1 1 1
v v
= (1,1,1)- ? —F 01
V3 Ve V2
3
= (—,0,0
(\/g )
= (\/§7070)



e FEinsetzen:

T X
q(SQZ’) = ($1,$2,$3) ' dZCLg(l, 17 _1) ' Z2 + (\/37070) ' Z2
T3 T3
T
= (21,29, —23) - T9 +\/§SE1+ 0 290+ 0 z3—1
xs3 M1 H2 M3
¢(Sz) = i +ad—af+V3u -1
2
3 7
q(Sz) = (xl—i-\z[) —I—xg—xg—z
7
9(5( z -3 )) = af+ad -} 1
Tl — @ T
Sei S To =2 =\
T3 37%
/ 2 2 /2 7
=q(a') = a7ty - 57,
7
=Qy = {$/ER3|:CI12+33/22—33§2—Z:0}
7
e f a2 = 1
3312 .”[:/2 17’2
i . 2 - 3 —
(4) () (¥)
2 2 2
/ 12 /2
=Qy = {2 eR| -1 2 it B

Aufgabe 2

Q= {(z,y) eR?*|2” +

4

12 12
22— 252
U }

f:R? = Rmit f(z,y,2) =z +y+2

Sei g(w,y, z) = 2® + 1y° — ;2% — 1. Dann ist 2”4 jy* —

Lagrange-Funktion:

L(z,y,z,\)
L(z,y,z,\)

f(x,y, Z) +A- g(I,y, Z);

1
rty+z+r (@24 oyt -

4

122

((z,9,2),\) € R* xR

122 — ].)

= 1<:>g($,y,Z) :0'

-1



Bilde:

L
D, L = 8—:1+2)\x
ox
oL 1
D,L = —=14=-X
oL 1
D.L = 22 =1-_)\
? 0z 2"*
oL 1 1
DL = —=z+-"y?—22-1=
A O\ x +4y 4Z g(ﬂ:,y,z)
Das folgende System ist zu ldsen:
142X\ = 0
1
1+=-Xy = 0
+2 Y
1
o Lo 1,
g(z,y,2) = 0w VLA -1=0
Aus (1), (2) und (3) folgt, dass gelten muss:
r#O0ANYy#O0AN2z#0
Aus (3):
1 2
1--Xz=0 & A=-
2 z
2 2 4
A=‘im(l)=14222=0 & 1+~ =0
z z
& r=-=
2 12
A=Zin(2)=14-2y=0 & 1+Z=0
z 2z z
& y=—2
z=—-TAy=—2zin (4) einsetzen:
N 1, o, 1,
L) 4o (=222 -1 = 0
(4> i
L o 15 1,
— - - 1 =
162 +4z 17 0
22 = 16
Szl = 4
Sz = 4
Vz = —4
zZ1 = 2’2:—4
1‘1:—1 x2:1
n=—4 =4
1 1
A== Ao = ——
1T T2



Setze z12 = £4 in g(x,y,z) = 0 ein:

1
g(w,y, #4) =0 & 2°+ 1y =5=0

1
= Q={(z,y) €R*|2* + y* =5 =0}

Fir 21 =4 ist ¢1 = (z1,91) = (=1, —4) € @ ein moglicher Extrempunkt von
f(x7y74) = I‘+y+4 = fl(x7y)
Fiir z9 = —4 ist g2 = (z2,92) = (1,4) € Q ein moglicher Extrempunkt von

flx,y,—4) =z +y—4=: fax,y)

Vorbetrachtung:
Es gilt: f1(-1,-4)=—-1+(-4)+4=-1
. 2 19
(z,y) € Q beliebig < z°+ V= 5
2 2
L Yy
e —+2L =
) * 20
2 2
e —— 47

=1
(V52 (2v5)?
Dies ist die Gleichung einer Ellipse mit Mittelpunkt A/ (0]|0) und den Halbachsen
a = +/5 und b = 2+/5. Deshalb gilt:
el < VB ALY < 2V5
(I) Zeige, dass q1 = (=1, —4) isoliertes Minimum von f; auf Q = {(z,y) € R? |
2+ in =5} ist:
1. Fall: Seien 2 € [—v/5,v/5] Ay € [0,2V/5]:
= filz,y) = +y+4>—V5+0+4=4—V5> -1
also ist:
fl(‘rv y) > fl(_]-a _4-)
2. Fall: Seien = € [—v/5,V5] Ay € [-2V/5,0]:
Zunéchst gilt:

1
2 2 2 2
=5 & =4(5
=+ -y Y (5—1z7)

>0
& |yl =2v5 — a2
& —y=25—x? (%)



Weiterhin gilt:

5(x+1)2 > 0
522 4+1004+5 > 0

22 +100+25 > 20— 422

& 52 > 4(5 — 22

(x+5)° > 4(5—2°)

>0 >0

Sr+5 > 2¢/5—122
@x+5 > —y
srt+y+4 > -1

< filz,y) > fi(—1,-4)

Ergebnis (I): Da fi(z,y) = fi(—1,—4) nur fir (z,y) = (-1, —4) auftritt, ist
(geméf Fall 1 und Fall 2 aus (I)) der Punkt ¢; = (—1, —4) ein isoliertes Mini-
mum von f1 = f(z,y,4) auf @Q mit dem Minimumwert —1.

(IT) Zeige, dass g2 = (1,4) isoliertes Maximum von fo auf Q = {(x,y) € R? |
z? + 1y* = 5} ist. Es gilt:

fo(1,4)=14+4—-4=1
1. Fall: Sei z € [-V/5,V5] Ay € [-2V/5,0]:
= folz,y)=c+y—4<Vo+0-4=V5-4<1

also:
f2($; y) < f2(174)

2. Fall: Seien = € [—v/5,v/5] Ay € [0,2V/5]:
Zunichst gilt:



Weiterhin gilt:

5(x—1)2% > 0
& 522 —10c+5 > 0
s —102+25 > 20 — 422
& G- > 452
>0 >0
S5—x > 2¢/5— 22
(g))5—x >y
S —x—y+4 > —1
srty+-4 < 1
& folz,y) < fa(l,4)

Ergebnis (II): Da fa(z,y) = f2(1,4) nur fiir (z,y) = (1,4) auftritt, ist (gemaf
Fall 1 und Fall 2 aus (IT)) der Punkt go = (1,4) ein isoliertes Maximum von
fo = f(x,y,—4) auf @ mit dem Maximumwert 1.

Aufgabe 3

23 4+y>—1=0 Punktp=(0,1)

Betrachte die Funktion
F:RxR—-R

(z,y) = 2® +y° — 1
Es gilt: F ist in R x R stetig differenzierbar. Fiir p = (0,1) € R x R gilt:
F(0,1) = 0; 95 = 3y2 = 9E((0,1)) =3 # 0
= %((O, 1)) besitzt ein Inverses, d.h. die 1 x 1-Matrix (%—5((0, 1))) ist inver-
tierbar.
= die implizierte Gleichung 23 + y3 — 1 =0 (x) ldsst sich im Punkt p = (0, 1)
nach y auflosen.

Bemerkung: (*) lasst sich in p = (0, 1) nicht nach = auflésen, denn: ‘g—i =322 =
5 ((0.1)) =0
Ox ) :

1:3y371:0 = y?’zlf:v3

& y:\3/1—x3:(1—m3)%



/ _ 1 .3 —§. 9.2\ _ £
= fl(z) = 3(1 ) (—32%) = (1_x3)%
= f'(0) = 0
ey - B (1—2%)5 —a22 (1—a%) 7 (=32?)
(1 - 2%}
B _233 (1 — x3) + 224
(1%
= 9 7%
(1)
= f"(0) = 0
f”l(l’) _ _21 (1 _$3)g - % (1 _:L,3)% ) (_3‘T2)
(1-a?)"
_ _21—w3+58w3
(1)}
_ 9 423 + 18
(1 -3}
= f"0) = -2
Taylorpolynom von f(z) in xg = 0 bis zum Grad 3:
3
F#(0)
) = g o
f///(o)
= SO+
flz) = 1—%3:3
Aufgabe 4
f:R2-R

flz,y) = 42% — 2y
M= {(z,y) e R? | 922 +¢* < 1}

1. Betrachte zuniichst 1/:= {(z,y) e R? | 922 +y? < 1}

Dx = —_— = _—
f 9 — 2Ty
of

D = —_— = —
yf ay x



Notwendige Bedingung: D, f =0A D, f =0
Dyf=0& -2=0&2=0

Einsetzen in D, f =0=9y =0

= po = (0,0) €M ist moglicher Extrempunkt von f.

% f
2 p— —_—
Dif = -5=8
O f
0% f
D.D,f = awy_—1_DyD$f

= (Hesse f)(po) = ( _? _é ) ist indefinit, denn:

det((Hesse f)(po) —t-Fy) = det < L ) — (8-t)(-t)—(~1)2 L0

StP—8t—1=0=t;p =4+ V1T

Folglich besitzt (Hesse f)(po) die Eigenwerte A\; = 4 + /17 > 0 und

Ao =4—+/17<0
= f besitzt in pg = (0,0) kein lokales Extremum.

. Betrachte nun den Rand von M:

OM = {(z,y) € R| 922 +y* = 1}. Sei g(x,y) = 922 + y?> — 1. Dann ist
972 + ¢y = 1.

Die Lagrange-Funktion lautet: g(z,y) = 0.

L(z,y,A) = f(z,y)+A-glzy) , AER
L(z,y,\) = 422 —zy+ - (922 +42 1)

L
D,L = gx—&r—y—i—l&\:):—o (5)
oL
oL
DL = —=922+4+4>-1=0 7
A ax T+ Yy (7)
=g(=,y)

Aus (2): 2 \y ==z
1. Fall: y = 0 = = = 0, aber ¢(0,0) = —1. Somit erfiillt (x,y) = (0,0)
nicht die Bedingung g(z,y) =0

10



2.Fall:y7é0é)\:2iy.

in (1):8x—y+18;—y1: =0

162y — 232 + 1822 = 0
Sry —y? + 922 = 0
& y2 — 8xy — 922 = 0

yrjo =4z £ /1622 + 922 = 4z + V2522
Yijg = 4r£5-|z|
Firz >0:y;0 = 4dxxiw
Sy = 9z
Vy = —x
Firaz <0:y10 = 4zF5z
Sy = —x
Vy = 9z

(I) Fiir y = 9z folgt aus (3): 922 + 8122 — 1 =0

10 1
902 =1 & 2= _—— o |z/=-—-V10

900 30
1 1
=1 -1
1 30 0 9 30\/>0
3 3
=y =91 :E\/lO y2:9x2:—1—0\/10

Also:
p1 = (z1,51) = (35V10, 5v10) und pg = (22,y2) = (—35v10, —5v10) =
(—x1,—y1) sind mogliche Extrempunkte von f auf 0M.

flz,y) = daf—ap
1 1 3
= 4——_—V10- =10
90 30 10
4 3 4-9 5 1
90 30 90 90 18
fxa,y0) = 422 — zo1n
= 4(—z1)* = (—z1)(—n1)
1
= 495%—:613/1:—1—8

Zeige nun, dass p; = (z1,y1) und ps = (z2,y2) isolierte Minima von f auf
dem Rand von M sind:
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Sei (z,y) € OM beliebig < 922 +y? =1 (*). Es gilt:

(92 —y)*> > 0
& 81z —18zy+y®> > 0
& 720% — 18xy + 922+ > 0
@72x2—18xy+1 > 0
1
o 422 — — >0
X xy+18 >
1
& 4a? — > ——
A T
1
& > ——

und somit f(z,y) > f(z1,y1) A f(z,y) > f(x2,92).

Ergebnis (I):
Da f(z,y) = f(zi,:) (i =1,2) nur fiir die Punkte p; = (37110, 2+/10)
und py = (—3—10 10, —% 1()) isolierte (lokale) Minima von f auf OM, je-

weils mit dem Minimumwert —%8.

(IT) Fiir y = —a folgt aus (3): 922 + (—2)2 -1 =0

110
102 =1 & 22=— ="
v Y770 T 100
1
<:>|$’:TO\/1O
1 1
- 10 — —— 10
3770 SERT)
1 1
:>y3:—$3:—rovl0 y4=—fv4=Ev10

Also:

p3 = (x3,y3) = (7510, —35V10) und py = (24, 54) = (—15V10, 15v/10) =
(—z3, —ys3) sind mogliche Extrempunkte von f auf 0M.

f(xs,y3) = 4a3 — 23y3
1 1 1
= A5 V10 (—10\@>
4 1 1
1*04‘5 Q—f(904;y4)

Zeige nun, dass p3 = (23,y3) und py = (x4,y4) isolierte Maxima von f
auf dem Rand von M sind:

12



Sei (z,y) € OM beliebig < 922 +y? =1 (*x). Es gilt:

(—z—y)* > 0
& o’ +2$y+y2
o 22 — 922 + 22y + 922 + o2

(g) —8z% + 2¢y + 1

AVAR VARV,

v

& 42 — zy

AN
RV =D O O

IN

< f(z,y)

und somit f(z,y) < f(w5,95) A f(2,5) < (24, 9a).

Ergebnis (II):

Da f(z,y) = f(zj,y;) (J = 3,4) nur fur (z,y) = (z;,y;) auftritt, sind
die Punkte p3 = (%\/E, —% 10) und pg = (—%m, 1—10\@) isolierte
(lokale) Maxima von f auf M, jeweils mit dem Maximumwert 3.

Aufgabe 5
P :R® — R3

O(r,0,0) = (r-cos(p)cos(),r - sin(p)cos(V),r - sin(9))
= (P, P2, P3)

Die Jacobi-Matrix (Funktional-Matrix) der Abbildung & ist:

9%, 9% 9%y
or o oY

oD oD o0d
DO(r,p,9) = o 9 a0

0®3 0®3 0%;3

or dp oY
cos(p)cos(¥)  —r - sin(p)cos(¥) —r - cos(p)sin(F)
= sin(p)cos(9) - cos(p)cos(¥)  —r - sin(p)sin(9)
sin(v) 0 - cos(?)

= det(D®(r,0,0)) = r2cos*(p)cos®(9) + r2sin’(p)sin®(9)cos(V)
+r2cos® (@) sin?(9)cos(9) + r’sin®(p)cos® (1)

= r2cos3(9)(cos?(p) + sin®(p))

=1
+1r25in?(9)cos(9) (sin? (@) + cos?(¢))
=1
= 712cos3(¥) + r?sin® (1) cos()
= r%cos(9)(cos* (V) + sin? (V)

=1

= r2cos(0)

13



Es gilt: @ ist im Punkt (g, ©g,70) € R? nicht lokal umkehrbar.
& Df(r,¢,9) ist im Punkt (7o, o, J0) € R? nicht invertierbar.
< det(D®(ro, po,%)) =0
det(D®(r,0,0)) =0 < r?cos(¥) =0
& r=0Vceos(¥)=0
& r:O\/ﬁk:ngkw , keZ
T

& 7*:0\/19,€:(2k:+1)2 , kelZ

Ergebnis:
Die Kugelkoordinatenabbildung @ ist in den Punkten der Menge

{(r, 0, 0k) eR?’rr:owk:(zkH)g, kez)

nicht lokal umkehrbar.
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