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Vorbemerkungen zu den Aufgaben 1 und 2:

1. Seienx = (x1,...,x,) € R"und y = (y1, ..., yn) € R™. Durch die Abbildung
n

Z(l’k — yi)? ist auf

k=1

dem R™ eine Metrik erklért und (R"™, d) ist dadurch ein metrischer Raum.

d:R"xR" - R; (z,y) — d(z,y) mit d(z,y) =

2. Sei x € R™, sei ¢ € RT. Definiere
K(r,e) = {y € B" | d(x,y) < £}

die offene Kugel mit Mittelpunkt = und Radius € (beziiglich der Metrik
d).

3. Def.: Sei (x,),en eine Folge von Punkten aus R™. Die Folge (z,) heifit
konvergent gegen den Punkt z € R™, lim, ., x, = x, wenn gilt:
zu jeder Umgebung U von z gibt es ein N € N, so dass x, € UVv > N.
< zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, sodass d(z,,z) < eVv > N.

Aufgabe 1
(a)

Vor.: U; C R",i € I eine Familie von offenen Mengen
Beh.: U U; ist offen
i€l
Bew.:
Sei x € U U; = es gibt mindestens ein j € I mit x € U;.
i€l
Uj ist nach Vor. offen = es gibt ein € > 0, sodass K(x,¢) C U;.
Wegen U; C | Ui = K(x,¢) C | JUs, dh. | U ist offen.
icl icl i€l

(b)

Vor.: Uy, Us C R" offen
Beh.: U3 N Us offen

Bew.:
ceUiNUysxeclU ANx € Us.
Da U, Uy C R™ offen sind, gibt es €1 > 0 und €2 > 0, sodass gilt:

K(z,e1) CUp N K(x,e2) C Us
Sei € := min(e1,e2)

= K(z,e) C K(z,e1) C Uy
N K(z,e) C K(z,e2) C Us
= K(x,a)CUlﬂUg

d.h. U3 N U, ist offen.



(c)

Beh.: R" ist offen

Bew.:

Sei x € R™ ein beliebiger Punkt = = € K(x,¢) fiir jedes € > 0.

Wegen K(z,e) C R™ ist R™ offen.

Beh.: () ist offen

Bew.:

() enthilt kein Element, also gibt es kein x € (), zu dem eine offene Kugel
K(z,e) C 0 existieren miisste.

Aufgabe 2

Beh.: A C R™ abgeschlossen < fiir jede konvergente Folge (z,),eny C A gilt:
lim, o 2, € A.

Bew.:

»,=": Sei A C R™ abgeschlossen, sei (z,),en C A eine Folge mit lim,, . x, = .
zu zeigen: ¢ € A

Annahme: z ¢ A = x € R"\ A. A abgeschlossen < R™\ A offen.

= R™\ A ist Umgebung von z.

Aus der Definition der Konvergenz folgt hieraus:

Es gibt ein N € N, sodass z, € R"\A Yv > N,dh. 2, ¢ A Vv > N.

Dies steht im Widerspruch dazu, dass z, € A Vv € N. Damit ist x € A bewie-
sen. ,,<=“: Es gelte: fiir jede konvergente Folge (2v),en C A sei lim, o 2, € A.
zu zeigen: A ist abgeschlossen.

Sei z € R™\ A.

Betrachte alle offenen Kugeln K (z,¢) mit € > 0.

Annahme: K(z,e) N A # 0Ve > 0.

Dann gilt fiir jedes v € N*: es gibt ein z, € A mit 2, € K(z,e = 1) &
d(z,z,) < %, d.h. die Folge (z,),en C A konvergiert gegen x, d.h. lim, . x, =
z und nach Voraussetzung ist z € A.

Dies steht im Widerspruch zu z € R™\ A und somit ist die Annahme falsch.
Also gibt es doch ein g9 > 0, sodass K(z,e9) N A =0 = K(x,e0) € R"\A4, d.h.
R™\A ist offen.

< A ist abgeschlossen. O

Aufgabe 3

f : IR2>0 — R mit f(xay) =¥ f(x,y) = ey'ln(x)



Bestimme das Taylorpolynom 3-ter Ordnung im Punkt (1,1).
Sei p = (1,1) = (20, %0)

D.f = %zywy‘l
= Dy f(p) = 1

D}f = gijgzy-(y—l)'x”
= D2f(p) = 0

pif = oy -y
= D}f(p) = 0

Dyf — g — ey'ln(m) . ln(:p) = :L‘y . ln(l‘)

dy
= Dyf(p) = 0
Dlf = O _ ginto). (In(x))* = ¥ - (In(x))
Y Ox2
= Dyf(p) = 0
Dif = O _ into). (In(x))* = ¥ - (In(x))®
Y ox3
= Dif(p) = 0
0*f
DaDyf = 0xdy
= y.xyfl.ln(m)ery.%

= 2V (y-In(z) +1) = DyD, f
= DyDyf(p) = 1
PPf
0x20y
1

= (y—l)~xy_2-(y-ln(3:)+1)+xy_1-y~;

= 2v 2 [(y—1)-(y-In(x)+1) +y] = DyDf
= D?chyf(p) =1

D:%Dyf =

63
D.Dyf = axa;
= y-2¥v 1 (In(x)? + 2Y -2 In(z) - %
= y-2v o (In(x)? +2-2Y7 L In(x)
= 2V Lin(z) - (y-In(z) +2) = DiDrf
= Dy Dyf(p) = 0



Taylorpolynom:

f(z.y) = f(p)+ Dof(p) - (x —x0) + Dyf(p) - (¥ — v0)
1

o7 (D2 () (& = 20)* +2D2Dy f(p) - (& = w0) - (5~ v0) + Dyf () - (v~ 0)°]
+% (D2f(p) - (x — 20)® +3D2D, f(p) - (x — 20)? - (y — vo)
+3D. D3 f(p) - (x — x0) - (y — y0)* + D f(p) - (y — 0)°
flz,y) = 14+1(z—1)+0(y—1)
b 0 = 12421 (2 = 1) (y — 1) + 0y — 1))
+%~[0($—1)3+3-1-(x—1)2-(y—1)+3.0.(x_l).(y_1)2+0_(y_1)3]
fay) = 14@-D+@-Dy—1)+(—1*y—1)

2
1
flzyy) = w+xy—m—y—|—1+§(x2—237+1)(y—1)

f14tary o L2 Loty L
= zy— Yy — -~ —xy+r+-y— 2
y—y 57" 5 y 59" 5

Aufgabe 4

(1, yk) € R% k = 1,...,n, seien Punkte in der Ebene. Bestimme a,b € R der
Gerade y = ax + b, sodass

n

Z(amk +b— yk)2

k=1

minimal wird.
n

Losung: Sei S(a,b) = Z(amk +b—yp)?
k=1



Notw. Bed.: grad S =0

a8 &
D,S = 9 = Z 2(azk + b —yp)zk
k=1
= Z(Qm% ca+ 2xpb — 2zKyK)
k=1
= 2a-2xz+2b-2xk—2-2xkyk (1)
k=1 k=1 k=1
a8 a
DyS = i Z2(aazk+b—yk)‘1
k=1
n
= Z(Qaa:k + 2b — 2yk)
k=1
= 20 wp+2b-> 1-2-) g
k=1 k=1 k=1
= ZG-Zxk+2nb—2-Zyk (2)
k=1 k=1
oS @ 1 |«
Es muss gelten: = = [Z Yp —a Z xk] (3)
Weiterhin muss gelten — =0 g a- Z xi +b- Z TE — Z rpyr =0

b aus (3) einsetzen:

Z.’Ek‘k*

3

n n
Zyk—a Zﬂfk] Tp — rpyr =0

k=1 k=1

n n 2
@%-a- n-y aj - <Z$k> = [ Zxkyk—zxk Zyk (4)
h=1 g h=1

Untersuchung, unter welchen Bedingungen durch den Klammerterm dividiert
werden darf:
(a) Ist n = 1, also nur ein Punkt (z1,y;) € R? gegeben, so ist

a(fU%—x%):xlyl—ﬂflyl@a'O:O

Diese Gleichung ist fiir jedes a € R erfiillt, d.h. die Gerade g : y = axz+b durch
(z1,y1) kann jede beliebige Steigung a haben. Der zugehorige y-Achsenabschnitt
b ergibt sich gemaf (3) aus b = y; — axy

(B) Sei nun n > 2:

Dann kann die Gerade g wegen y = ax + b nicht parallel zur y-Achse verlaufen.



Es muss also deshalb unter allen x; mindestens zwei voneinander verschiedene
xi-Werte geben. In diesem Fall ist aber der Klammerterm:

n n 2
an%—(Zxk> >0 (%)
k=1 k=1

Der Beweis von (x) wird weiter unten nachgeholt.
Fortfithrung der Rechnung zur Bestimmung von a und b:
Unter den genannten Bedingungen folgt aus (4):

o= no > ey Tk — (g @) - Ooh—1 Uk) (5)
neY gy 2 — (g zn)”

(5) in (3) einsetzen:

1 . N ey TelYe — (Oop—q Tk) - Zk 1 Yk)
b = —. _
- Zyk n-Y e 1% (> k= 1$k) kz
“b — l [ (Ek 1 xk) (Zk 1 Yk) — (Zk:1 xk) : (Zk:1 Yk)
- n 2
n ne Yoy o — (o1 k)
+—n ’ (22:1 TRYk) - (22:1 ) + (22:1 $k)2 : (22:1 ykz)]

nedrog xi - (k= xk)Q
“p = (22:1 xi) (k1 Yk) = Qe TaYk) - (e Th) (6)
n-dr 5‘7% - (> h= xk)Q

Nun zum Beweis von (x):
Beh.: Sind mindestens zwei z;, voneinander verschieden, so gilt fiir alle n € N>o:

n n 2
2
n- g Ty — E Ty,
k=1 k=1

Beweis durch vollsténdige Induktion:

1. Induktionsanfang: n = 2

2
Z (Z xk’) = 2-(af +a3) — (21 + 22)°

222 + 223 — 2% — 219 — 23
= 3:% —2z179 + 1‘%
= (ZEl — IE2)2 >0 da xq 75 o

2. (a) Induktionsannahme: Fiir n > 2 gelte: n- Y p_; 22 — (354 z1)% >0
(b) Induktionsbehauptung: Dann gilt auch

n+1 n+1 2
(n+1)2xi—<2:pk> >0
k=1 k=1



¢) Induktionsbegriindung:
(c¢) Induktionsbegriindung
n+1 n+1 2 n n 2
e 3t (S = e (St - (St o)
k=1 k=1 k=1 k=1
n n
= n-in%—l'in—l—(n—}—l)-x?H_l
k=1 k=1
n 2 n
— (Zwk> -2 (Zxk> “Tpgl —xiﬂ
k=1 k=1
n n 2 n
- wXade (Ya) 43
k=1 k=1 k=1

>0 nach 2(a)

n
-2 (Zxk> “Tpt1+ N xiﬂ
k=1
n n n
> Zazz - Z(2$k$n+1) + Z Tri
k=1

k=1 k=1

n

2 2
= Z(ifk = 20pTnt1 + Ty p)
k=1

= Z(a:k — wn+1)2 >0
~—_———

k=1

S

>0
>0 nach Vor.
Hinreichende Bedingung:
928 °
2 _ _ 2
DaS = W =2- Z ZL'k,
k=1
928
2 _ _
928 -
L > ap = DyD,S
k=1
_ 2- 22:1 xi 2- 22:1 Tk
= (Hesse S) = ( 2.5 4

Es gilt:

det 2-2 i | >0



ZZ:l :):z > 0, da mindestens zwei x; verschieden sind und somit mindestens
ein xp # 0 ist.

n n 2
det(Hesse S) =4 - an%—( xk> >0
1

k=1 k=

>0 nach (%)

Somit ist (Hesse S) positiv definit.
Da dies unabhéngig von der Wahl von a,b € R gilt, gilt es insbesondere auch

fiir ¢ und b geméB (5) und (6) und somit wird S(a,b) minimal. O
Aufgabe 5
f:R2SR
875
fl@y) = = +9)° = 32y” + 27+ 5(” +¢*) —
D.f = —2*+9%) 20 —-3y*+322 +5- 2
D.f = —dx(a®+y?) —3y* + 322 + 10z
D,f = —42®—4xy®+ 32% — 3% + 10z
Dyf = —2(x*+y*) -2y—6zy+5-2y
Dyf = —da’y—4y® — 6y + 10y
D2f = —122% — 4> + 62+ 10
Dif = —4da®—12y* -6z + 10
D,D,f = -8xy—6y=DyD,f
Notwendige Bedingungen: D, f =0A D, f =0
D.f =0< —4a3 —4ay? + 32% — 35> + 102 =0
y?(4r + 3) = —423 + 322 4+ 102 (%)
Dyf =0 —4a?y —4y* — 6y + 10y =0 (#%)

1. Fall: y = 0 erfiillt die Gleichung (xx) (D, f = 0) fir jedes z € R



= 423+ 322 + 102 =0
3 5
& —456(:52—56—):0

19
3 5
& 1= \/x2—1x—§—0
3 9 160 3 13
BT T T
G =gV T T8
o 16_,
€rTo — — —
S
o ga=_W_ 0
5778 4
= p1=(0,0), p2=1(2,0), p3=(

2. Fall: Sei nun y # 0:

sind mogliche Extrempunkte

D,f =0 & —da?y—4y® —6xy+ 10y =0
yéo 2 .2 3 §:O
x Y 2x—|—2
= 312:—552—7$—|—§
2 2

—42® — 3% — 62 — 22+ 10x + %
9 15

— 2 _ JR—
9 2x+ 5

9 15
—122% — x4+ =
2" T3

z? + g:1c - §
24 24

z? + §33 - >

8 8

T45

T4

x5

8

(>|< * *)
— 423 + 322 + 10z
—423 + 322 + 10z
322
0
0
0
3, /9 w0 3 1
16 256 256 16~ 16
10 5
16 8
-1

T IR ¥

sind weitere mogliche Extrempunkte.

10



(a) p1 = (0,0):
(Hesse f)(p1) = < 100 100 > ist positiv definit, denn det(10) = 10 > 0 und

10 0
det( 0 10>—100>0

= f hat in p; = (0,0) ein isoliertes Minimum mit dem Minimumwert

875

f(pl) = 956

(b) p2 = (2,0):
—26 0. . .
(Hesse f)(p2) = 0 —18 ist negativ definit, denn:

—(Hesse f)(p2) = < 206 108 > ist positiv definit, da det(26) = 26 > 0 und

26 0 .
det( 0 18>—468>01st.
= f hat in po ein isoliertes Maximum mit dem Maximumwert

875 2197
— 12202 _ 20 g 5890312
f(p2) 556~ 256 o oB208125

~16,25 0\ ..o . ... '
(Hesse f)(p3) = < 0 11,25 > ist indefinit, denn:

16,25 0\ o (-1625 0 ) (1) (16,25
0 11,25 - 0 11,25 o)~ 0
1 -16,25 \\
() (52 ) e
g (C1625 0 N (=1625 0\ (0)_( o0
o 11,25 )" 0 11,25 1)~ 11,25
0 0
()1 )=z

5
= f besitzt in ps = <—, > kein lokales Extremum.

(d) pn = <2, 2\@)

e

11



5 35
Dif(pn) = —12- =4 203460 +10=4,375= "2

5 b )
Dnyf(szl) = _8**\/5—6§\/§

2
:—jf—%ﬁ:j§3

8
25 25 5
. 236241
64 62 0 Orgtlo
25 225 60 310
—+10=-2"+1
6 16 161 T
155 80 75
= =937
5 T3 8 ’
35 55

= (Hesse f)(ps1) = ( 55§\f 87\5/3 ) ist indefinit, denn:
-By3 -

Il

|
N
|
|
[S—
[\)

D; f(pa)

8

35 75 (55 .\° :
(1) det((Hesse f)(pa1)) = ~5 8 " §\/§ < 0, d.h. (Hesse f)(pa1) ist
nicht positiv definit.
—-35 35
(2) Betrachte nun —(Hesse f)(p41): Da det <8> =-35 < 0ist —(Hesse f)(p41)

nicht positiv definit < (Hesse f)(p41) ist nicht negativ definit.
Aus (1) und (2) folgt: (Hesse f)(p41) ist indefinit.

(€) pa2 = <2, —5\/§>:

8
Do) = Dif(pun) =%
DyDyf(ps) = —Dnyf(ml):%\/ﬁ
Df(pi) = Dif(pm) =~

35 @\/g
= (Hesse [)(ps2) = ( 555i/g 8 s > ist indefinit. Begriindung analog wie in
5% _1

8
(d).
= P42 = (Z, —gﬁ) ist kein lokales Extremum von f.

() ps1 = (~1,v3):

D2f(ps1) = —20
DDy f(ps1) = 8V3—-6V3=2V3
Dy f(ps1) = —24

= (Hesse f)(ps1) = ( 2_5(32 2—\;?; )

= —(Hesse [)(ps1) ( _;?/3 _Zf>

12



= det(20) =20 >0
-2v3 24

= —(Hesse f)(ps1) ist positiv definit.

& (Hesse f)(ps1) ist negativ definit.

= f hat in p5; = (—1,v/3) ein isoliertes Maximum mit dem Maximumswert

>:480—12:468>0

f(ps1) =12 — 2—;2 = % = 8,58203125
(2) ps2 = (=1, —V3):
D;%f(pm) = —20
Dnyf(p52) == _2\/§

D;f(ps2) = —24

= tesse Do) = (0 )

= —(ttesse D) = (g B0 )
= det(20) = 20 > 0/\det< 2%% 22\23 ) — 468 > 0

= —(Hesse f)(ps2) ist positiv definit.
= (Hesse f)(ps2) ist negativ definit.
= f hat in psp = (—1,—+/3) ein isoliertes Maximum mit dem Maximumswert

f(ps2) = 8,58203125.
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