Ubungsblatt 3
Jan Hendrik Dithmar
Ubungsgruppe 1 - Mo, 14-16 Uhr
Janko Bohm



Aufgabe 1

s
. 27 - n! dz™
/ ™ Py(x)dx =0

-1
Beweis:

P, R—-R; z—

/ . Py(z)dx

-1
Setze: Q(x)

d” 9 n
- (@)

1
und zeige: / 2™ QM (z)dx

-1

Firn=1>m =0 gilt:

((:U2 - 1)”) , n > 0 Behauptung: Fiir n > m gilt:

1 dn n
e | (1))
(z* —1)"

P @) = QM (x)

dz™

OVn >m

/1 2™ - QM (z)dx = /1 20 QW (z)dx = /1 2xdr = [562}171 =0

-1 -1 ;1



Sei nun n > m An > 2: Es wird n-mal partiell integriert

1

'U/

=0, da Q(n—1)(£1)=0
1
- (- / (@™ - Q" V() da
_1\,—/ %7_/
1 1
= D' [@ @ @] - [ e Qe
. —1
=0, da Q<:L:2>(i1):0

1
= (-1)*- /_1 (™) Q" (z)dx = ...

1

= | [@? Q@] - [ e Qs

-1

=0, da Q'(£1)=0

1
= (-, / @™V . Q' (z) da
u ! )
1

= ot @ ew) - [ e Qs

-1
=0, da Q(£1)=0 |

= (=" / (mm)(") -Q(z)dxr =0, da wegen

n)

n > m gilt: (mm)(

1
Damit ist bewiesen: / 2™ - QM (z)dz =0, fiir n > m (I)

-1
1

und somit auch: / ™ - Py(x)dx =0, fir n > m.
-1
Skalarprodukt:

1 [
<fo>=g- [ T

Sind die Legendre-Polynome P, : R — R reellwertige Funktionen, so gilt Vx €

N 1 1
R: P,(x) = P,(x) und somit ist < P, P, >= 3 / P, (z) - Pp(x)dx.
—1

Zu zeigen: < P, P, >= 0 fiir n # m.

Beweis: Wegen < P, P, >=< P,,, P, > Vn,m reicht es aus, den Beweis fiir
n > m zu fiithren.

Setze Q(z) = (2% — 1)" = Po(2) = 5 - Q™ (z), hierbei ist deg Q™ (x) = n.



Setze R(z) = (22 —1)™ = P, (z) = ﬁ-R(m) (z), hierbei ist deg R™™ () = m.

/p (2)da

/ RO (2) - Q™ (2)da

<Py, Pn> =

1
2
1
2 2”-n'2m m!

Deshalb geniigt es zu zeigen, dass

1
/ R (z) - QW (2)dz =0 st fiir n > m
-1

Wegen deg R (x) = m gibt es Zahlen ry € Rop € {0,1,...,m} Ary # 0,
sodass gilt:

RM(z) = Zru-x”
n=0
1 m
= [ e = [ (S nat | Q@
2\ =
1 m
= Ty T ™) ( T
/(Z( ".Q <>)d
mo ]
= ruT ") (2)dx
;0/1(“”) QW (x)d
m 1 m
- l§)<ru~/lx“-Q (z) ):;)ru 0=0

denn wegen n > m ist n > p fiir jedes u € {0,1,...,m} und deshalb folgt aus

(I): X
/ QM (x)dz =0 Vpu
~1

Damit ist < P,, Py >= 0 fiir n # m bewiesen. O

Aufgabe 2

Sei fr, 1 [0;1] = R; x+— 2™, n € N>j.
Alle Funktionen f,, sind in [0; 1] stetig. Es gilt:

) 0, z€|0;1
limp—oo fn(z) = f(2) = { 1, o= [1 [
Somit ist die Funktionenfolge (f,,) in [0; 1] konvergent. Die Grenzfunktion f ist
an der Stelle x = 1 aber nicht stetig.

Nun gilt der Satz:



Ist f, : [0;1] — R,n € N, eine Folge stetiger Funktionen, die gleichméflig gegen
die Funktion f : [0;1] — R konvergiert, so ist auch f stetig.

Hieraus folgt:

Da f:[0;1] — R,z { (1) ii[lo;l[
der Funktionenfolge (f,,) im Intervall [0; 1] auch nicht gleichmé&Big.

nicht stetig ist, ist die Konvergenz

1.Q.
FErgebnis: Punktweise Konvergenz #- gleichméflige Konvergenz.

Aufgabe 3
Laut Formelsammlung gilt:
sin(3a) = 3sin(a) — 4sin®(a)
& sind(a) = Zsin(a) — Zsin(Sa)

Beweis: Sei z € R

= cos*(x) — sin’(z)

sin(3z) = sin(2z + ) = sin(2x) - cos(xz) 4 cos(2x) - sin(x)
Es gilt: sin(2x) = sin(z + ) = sin(x) - cos(x) + cos(x) - sin(x)
sin(2z) = 2sin(x)cos(x)
cos(2x) = cos(x+ x) = cos(x) - cos(x) — sin(x) - sin(x)
(22)
(3z)

= 2sin(z)cos?(z) + cos?(x)sin(z) — sin®(x)

()
= 3sin(z) - (1 — sin’(x)) — sin®(x)
(z) -

= 3sin(z) — 4sin’(z)
.3 3 . 1.
& sin’(r) = Zsm(:c) - Zsm(&r)
([l
Es geht auch anders:
1, .
Vz € R gilt: sin(z) = 5(62‘% —e '), da:
i
e = cos(zx)+i-sin(x)
e = cos(x) —i-sin(x)
e’ — e = 2 sin(z)
1 . :
& sin(x) = Z(e” —e ')
. 1\* 2\ 3
= sins(m) = () . (em — e_”)
2
o sz'n3(:n) — é ( 3ix -3 i 4 37 6—37,:5)



Einschub: Definition (Forster S.251):

Sei f: R — C eine periodische, iiber dem Intervall [0, 27| integrierbare Funkti-
on. (¥)

Dann heilen die Zahlen

1 2

Ch =5 ; (x)-e *dg, ke

die Fourier-Koeffizienten von f und die Reihe

[eS)
§ : Cp - ezk:p

k=—o0

n

d.h. die Folge der Partialsummen Sy, (z) = Z cr - €, n € N heiBt Fourier-

k=—n
Reihe von f.

Die Funktion mit der Gleichung f(z) = sin®(x) erfiillt die Vor. (*) der Defini-
tion.
Berechnung der Fourier-Koeffizienten ¢y der Funktion

f(z) = sin®(x) = L. (3% — 3™ 4 37 — o73iT);

Bemerkung: Im Folgenden wird hiufig verwendet:

27
/ Mgy =0 Ym € Z\{0}
0

A
1 2 .
L = / sin®(x) - e *dx, kel
27 0
1 i [ . } , , _
N 27 . g X / (63290 — 36 4 3@ _ 6—3290) . e—zkxdx
n 0
. 2
Scp = . / ﬂ(ei(?’_k)x — 3e17h)e 4 3emillth)e _ e_i(3+k)x)dx
167 0
Fallunterscheidung:
o k=23:

Unter Verwendung von A ergibt sich:

i 27 2m 2r 2r
3 = —- [/ ldx — 3 - / D% qr 4+ 3. / D7y — / e’(_ﬁ)xd:r]
167w | Jo 0 0 0

6 = gp_ i
167 8



2

€= e (€2 —3 4 3.2 _ 740y
™ Jo
i L 2w 3 i [ o
- = —3p— . 2 & —idx
T [2@6 AR TR A
) 3
“ Tor (0™ =35l
o k=-1
i 2m . ,
c_1 = 16/ (€z4x_3612$+3_67121)dx
™ Jo
. 21
L L iae 3 i L i
B L e 2 3 - —i2z
1T T6r [42' 5¢ TR T,
1 3.
c_1 = ﬁ -6m = gZ
e k=-3
i 2r 4 4
-3 = e ("% — 3e™* + 3e* — 1)dw
™ Jo
_ i 1 16 3 idx i2x o
T 16n [6z’e TS TA
7 )
P, i
3 Tor (2= "3

Sei nun k € Z\{3,1,—1, -3} beliebig = (3—k), (1—k), (1 +k), (3+ k) € Z\{0}

Ck
0

= CL

21
_ / (¢i3-Rz _ 3i(1-Ra | 3o=i(1+R)e _ o=i3+h)r) g,

0=0VkeZ\{3,1,-1,-3}

Ergebnis: f(z) = sin®(x) = c_3e" 737 4 c_1e{NT 4 1™ 4 c3e837

= f(z) = sin®(z)

= sin’(x)

T _a 3. 3. 1 5
3zx+726 m—*lem—F*eSm

8¢ 8 8 8

P . 3 . 4

%(631517 _ 67311) _ gi(em _ efz:v)
z2..(3) §2()
g 2t sin(3x) — 2i- 20 sin(z
—Zsin(?)x) + Zszn(m)

3 1

Zszn(x) - Zsin(Sx)



Aufgabe 4
(a)

=1
Berechne Z 76
k=1

Man betrachte die Fourier-Reihe

. sin(kz
> e

k=1

und berechne zunéchst die Summe dieser Reihe.

Sei _ sin(kx) 1 S 1
eien fr(z) = s | frllr = 5] (Supremumsnorm) und es gilt
o o 1

Sl =3 5 <o

k=1 k=1

——
konv.

Dann folgt aus dem Konvergenzkriterium von Weierstraf:

(o.9] o .
k
Die Reihe E fr(x) = E smk(g 2) konvergiert absolut und gleichméfig auf R
k=1 k=1

o0
gegen eine Funktion F': R — C mit F(z) = Z
k=1

sin(kx)
k3

Berechne die Reihe der Ableitungen:

, . sin(kx) - sin(kx)\ <= cos(kz)
F'(x) = = = I
(53] S () -5 ’
cos(kx)
L2

1
= ||gk|lr = — und es gilt:

Seien g (z) = 12

o0 (o) 1
Sl =Y o < o
k=1 k=1

~—

konv.

Dann folgt wie oben nach Weierstraf:

oo (o]
k
Die Reihe Z gk(z) = Z cos(kz) konvergiert absolut und gleichméfig auf R

k2
k=1 k=1
> k
gegen eine Funktion G : R — C mit G(z) = Z COS]{SQ z) (1)
k=1

Wegen (I) und (II) ist F'(z) = G(z). Laut Vorlesung besitzt die Funktion
2

2
G : R — C die Darstellung G(z) = (sc 5 W) - % fir z € [0; 27].
Deshalb gilt Va € [0; 27]:

2 2
Py - @&—m
(@) 1 12
1 3 72
= F(z) = E(l‘—ﬂ') —ﬁx—kc, ceR



Bestimmung der Konstanten c:

o or /1 , 7
/0 F(x)dz :/0 <12(x—7r) —12:L‘+c>dx

1 7T2 27
= |:48(:L‘—7T)4—24I2+C$:|0
L 4 w? 2 L 4 m° 2
- — g4 .y SO — Z_ .4
487T 21 T +c-2m 487T +24 ™
= ¢ 27w (I11)

in(k
Andererseits gilt (wegen der gleichméfiigen Konvergenz der Folge (f) = (W) , k€

N>1, stetiger Funktionen f; auf R):

/Ozn s /027r (g sm]s;cx)> r i (/027r sm]g:x) da:)

1

_ g: <_cos(Z4- 2m) cozio)> _ i (_k14 N k14>
=0 (IV)

Aus (IIT) und (IV) folgt: ¢- 2r =0 c=0
Ergebnis:

2

B 2. sin(kz) 1 3 T _
F(z)_; 3 _E(x—ﬂ') - % x € [0; 27]

Bemerkung: F' lisst sich durch die Festsetzung F(x + 2nw) = F(x) fiir n €
Z Nz € [0; 27| auf ganz R periodisch fortsetzen.

Zitat aus der Vorlesung (Satz):

Sei f eine 2m-periodische, iiber [0; 27] integrierbare Funktion. Dann gilt:

o0
Die Fourier-Reihe Z ¢, - € konvergiert im quadratischen Mittel gegen f,
k=—o00

und es gilt die Gleichheit:

S 1 2w
Z len? = — - / |f(2)|?dz (Vollstéindigkeitsrelation)
2 0
k=—0c0
(Dabei sind ¢y die Fourier-Koeffizienten von f)
Da die Funktion F' die Voraussetzungen des Satzes erfiillt, darf die Vollstdndig-



keitsrelation auf F angewendet werden. Berechne dazu:

Co
o
Co
Co
fir k # 0:
cp =
Also gilt:

1 21 1 3 ’]T2
2 /0 (12(1: ) 12“3) v

_ 1 n 4T o
= ou _—(gg—ﬂ') —2$}0
1 1 4, = 5 1 A
i |1 T T A )
IS S PR Y -
YT i 4”]_ 2ur 12
1 o 3 2 ik
. _ _ .tk
gl M R
u v
2m 2
((x—Tr)3—7TSU) L —ikx / (3($*7T)2*7T2) - e—zkrdl,
—ik 0 0 —ik
2
(7T3—27r3) 1—(—71')3 1.14_1./7r 3 (:B—7r)2—7rw .e—ik:c
—1 —1k ik 0 N
=0 U v
1 1 . 27 2 1 ‘
. 3. _ 2 2y, _— —ikx / 6 _ - —zka:d
ik H( (@ —m)" =) —ik € L o (z —m) = e T
1 1 1 1 6 [ .
Bt =) — 1 =3t =% — .1 / - —ikz g
T |:(7T W)—ik (37 F)—ik e O(x m)-e x
u v’

1
- 71—
T
621 127 1 127

== - = —— ]

K2-i-k  i-k3 i k3

12
247 ¢, = _T;_Z‘
127
C =
F k3 24n
1
T

10



= |ox|?

= Z [

k=—o00

1 2m )
. F
5 [ PP

Ergebnis:

Ck'a:_i‘l'i"l:

r 1 . 1

2k:3 2k3 4k6

leof” +2- Z Jex]?

1.1./27T ((z —m)° —2nz(x — m)® + n*2?) da
or 122 J,
1 2
288,7r/0 ((:L._T‘.)G_27r2(x4_37_‘_$3+37r2$2 )+7T4$2) dx
1 (1 1 3 1 1 2r
2887 _?(.13—71')7—271’2 (5:U5 i el — 2’7‘(’31}2) + 37r4x3]0
1 1 7 2 (3 5 8 » 1 7
— =" =2 12 8 —
YT _77r 77( m + 87 7T>+37T 7( )
1 2 ; 2 2 5,8 ¢
= 24T 92 2 °
osen |77 7T 5T 73T
1 30 -84 4280 -
. .
2887 3-5-7
226 - 77 11375
6-m _ 3T V1)
2887 -3-5-7 114-105
11376
144 - 105
11375 — 10576
144 - 105
1676 B 76 _LG
144-105 9-105 945
1 70
S r-a
k=1
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(b)

1
Berechne ’; W

In der Vorlgsung wurde bewiesen:

fla) = . sin(kx) _TT g 5
:E)—Z R ir 0<x<2rm
k=1

Setzt man f(0) = 0 und f(xz + 2nw) = f(x) fir n € Z A x € [0,27[, so wird
dadurch f auf ganz R periodisch fortgesetzt.

2m
Bestimme die Fourier-Koeflizienten ¢, = o (z) - e~ *%dg von f in der
™
- 0
Reihe f(z) = Z cp, - eh®
k=—0o0
I 1 1 n
g = — / T xdx:— L —
2T Jo 2 a7 2 0
= Lol ol 2o, alserep =0
co = e s 271' = U, alSo: ¢y =
Berechnung von ¢y, fiir k& # 0:
1 2T ) 1 27 )
c, = / H-e_lkmdx:-/ (7T—$)-6_zkwd$
2r Jo 2 . Jo ~——~ \-7;-’
u
1 | /27T L
= —_— — [N — _1 - —_— ? Id
Ck pp H(ﬂ x) ¢ ]0 ; (-1) € x
1 1 1 o
47 - - e ] —g— . —ikz g
ok ST R ;7 ik/oe N
=0
27
A7 - - =2
Tk ik
1 —i —i
& = —=—, alsoicy=—,k#0
T

Berechne |co|? = 0

12



fir k # 0:

2 _ et
L A T TR G TSP
éi\ckﬁ = _21124—04-00 12
il Rt (2k) p (2k)
(0.9} o0 1
k=—00 k=1
1 2 9 1 2 2\ ?
— . dr = — . d
o | ra = o [T (T )
1
= 8ﬂ-/()27r(;v—7r)2dx
1 1 2m
= &T.[g.(x_ﬂ)fi]
0
1 1
= 3 [773_ (_77)3]
1 m 9 213 72
~ 5, |f () d o — 19 2

Wegen (1) und (2) ergibt sich aus der Vollstédndigkeitsrelation

- 2 1 o 2
Sl =g [ i)
k=—o00 T 0
1 2
2 ;(%)2 12
=1 2
(:’;(zk)ﬂ Y

Aufgabe 5

[e.e] o0
f= Z cp- €™ und g = Z dy - e'®
k=—00 l=—00
seien 2m-periodische stetige, stiickweise stetig differenzierbare Funktionen.
Bestimme die Fourierreihe von f - g.
Berechne dazu:

k=—o00 l=—00
00 00
_ § § R ez(k+l)x
k=—o00l=—00
00 00
== E E Qg1+ €Z(k+l)z mit Qi = Ck * dl
k=—oc0 l=—00

13



Ansatz fiir die Fourierreihe von f - g:

o0
frg = D> e

j=—o00
1 2m B
mit y; = 27r/0 (f-9)(x) - e dx
Berechnung der Fourier-Koeffizienten ~; von f - g fiir bel. j € Z:
yo= 2@ gw) e
J 2T Jo
1 2 > = . g
:2./<z:z%mmﬂ@mw
g 0 k=—o0l=—00
1 on 00 0o . N
= Py / Z Z (ak,l . ikt efzggc) da
g 0 fk=—ool=—0c0
1 0 0 o ‘
= . [ Z Z ak,l'/ el(ml])xdw] (*)
2 e 0

*: nach Voraussetzung sind Integration und Limesbildung miteinander ver-
tauschbar (vergl. hierzu Forster S.252)

1L.Fall: k+1l—j#£0<j#k+1:
2m 2m
Wegen / eMTdx =0 Ym € Z\{0} ist / GilhH=egp — 0 & v; = 0. Also:
0 0

v =0 fir j#k+1

2Tl k+1l—j=0&j=k+lel=7—k

(*) 1 o oo 2
Dy = | X o [ 1o
k=—o00l=—00 ——
=27
1 o0 o oo o
o = g (X Yw)- ¥ Sa
k=—o00l=—00 k=—o00l=—00
(0.9} oo
&Sy = Z g j—k = Z ci - dj—p,  fiir jedes j € Z
k=—0c0 k=—0o0
Ergebnis: Die Fourierreihe von f - g lautet:
OO ..
frg = D et
j=—00
oo
mit v, = Z ck-dj_p, JEZL
k=—00
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