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Aufgabe 1

R-Vektorraum U = R[z]<3 mit der Basis {1, z, 22, 2%},
also dimU = 4.
() 1

Skalarprodukt < p,q >= / p(z)q(x)r*dr, 2* >0 und stetig in [—1,1].
-1
Bestimmung einer Orthonormalbasis von U:

{1 =20 2 2% 23} Basis von U = R[z]<3.
{bo(x),b1(x),ba(x), b3(x)} Orthogonalbasis von U.
{eo(z),e1(x), ea(x), e3(x)} Orthonormalbasis von U.

Beginn: 1 = by(z) = eo(x) = 77— - bo().
[1bo()]
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bppi(z) = 2"t — Z <2 e, >e,(x)n=0,1,2
v=0
@ @)
ent1() = ————  bopa(z
- [Bara (@]

wobei |[bs1(2)|| = V< buya (), b ().
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1. Bestimmung von e;(z):

r— < x,e9 > ep(x)
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2. Bestimmung von eq(z):
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z? — Z <% e, >e,(x)
v=0

rP— < 2% ep > eo(r)— < 7%, €1 > e1(7)
1 ! 1 L 1 (1.0 1.2
<22, 2V6 >= 22 2\62%dx = —\/6/ 2tdr = V6 | =2® ==V6-=
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3. Bestimmung von e3(z):

2
bs(z) = 2 — Z <2’ e, >e,(2)
=0

bs(r) = 2°— <2 ey >ep(x)— < 2®e; > e1(x)— < 22,5 > en()
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= e3(x) = — -by(x) =/ — -b3(x) = bs(x
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es(z) = T 2~<x3—?x>
Ergebnis:

{eo(x), e1(x), ea(x), e3(x)} ist eine Orthonormalbasis des Vektorraums U = Rx]<3

1

beziiglich des Skalarprodukts < p,q >= / p(z)q(z)2*dx.
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(b)

0. Bestimmung von ey(z):

bo((l]) =1

1 1 1
<b07bO> = <171>:/ (1_-’172)(137: |:x—§x3:|
N -1

1
S bl = /< bosb >—\/§—i
0 - 0, Y0 - 3_\/§

1
= ep(x) = 5\/§ - bo(z)
1
Seo(r) = 5\/5
1. Bestimmung von e;(z):

bi(z) = z— <uz,e0> ep(x)
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2. Bestimmung von eq(z):
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3. Bestimmung von e3(z):
bs(z) = 2°— <2’ ey > eo( )— < 2 e1 > e(7)— < 2% ep > en()

1
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Ergebnis:
{eo(x), e1(x), ea(x), e3(x) } ist eine Orthonormalbasis des Vektorraums U = Rx]<3



1
beziiglich des Skalarprodukts < p,q >= / p(2)q(x)(1 — 2°)dz.

-1

Aufgabe 2

(a)

V= R[$]§4; U= R[l’]gg UR von V.

Auf Aufgabe 1 (a):

{eo(x),e1(x), e2(x), e3(x)} ist eine Orthonormalbasis von U mit

1
60(.73) = 5 6
(x) = 1 10
€1\ = 9 T
5

ea(r) = 1 14~($2—§)

21
es(r) = T 2~(m3—gx)

1
beziigl. des Skalarprodukts < p,q >= / p(z)q(z)z*dx

-1
Sei f=2%-(22-1) eV

(1)

Fiir die orthogonale Projektion 71 (f) € U von f auf U beziigl. des Skalarproduk-

tes (1) gilt:
3
m(f)=> < fe>e

Fiir f=2%- (2? — 1) = 2* — 22 folgt:

<fieo> = <a'—2te, >=<ale,>—<ae, >
3 3

=m(f) = Z<x4,ey>ey—z<x2,ey>eu
v=0 v=0



Aus Aufgabe 1 (a):

< 2% ey >= %\/6 A < a2 e >=0.

< .172,62 >

< .I2,63 >

3
= Z <2%e, >e,
v=0
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Curve 1

Abbildung 1: Zeichnung zu Aufgabe 2a
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(b)
Aus Aufgabe 1 (b):
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{eo, €1, €2, e3 ist eine Orthonormalbasis von U = R[z]<3 mit

eo(xr) = %\/g
el(z) = %\/Ex

es(r) = gm (ﬁ - %)

21 3
es(xr) = 5 10 ($3—?x)

1
beziigl. des Skalarprodukts < p,q >= / p(z)q(z)(1 — 2*)dx (2).

-1
Sei f=a?(2?—1) € V =Rx]<y.

Fiir die orthogonale Projektion my(f) € U von f auf U beziigl. des Skalarproduk-
tes (2) gilt:
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Ta(f)

<f7€0>

<f>€l>

<f€2>

< f7€3 >
= ma(f)
T2 (f)

ma(f)
= [ —m(f)
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Abbildung 2: Zeichnung zu Aufgabe 2b
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Aufgabe 4

2 -1 0
Gegeben: A, = b € M(nxn,R),n € Ny
o
0 —1

Alle Matrizen A,, sind symmetrisch.
Bez.: Ay sei die linke obere k-reihige Teilmatrix von A,,.
Nach dem Hauptminoren-Kriterium fiir Definitheit gilt dann:

A,, positiv definit < detA, > 0 fiir £k = 1, ..., n. (Fischer, S. 327) (%)
Behauptung: det Ay, = k+ 1 Vk € {1,...,n}, n € N5 beliebig.
Beweis:

1. Induktionsanfang: k =1: Ay = (2) = det Ay =2=1+1
2. (a) Induktionsannahme: Fiir & > 1 gelte: det Ay, = k+1 < fir k > 0
gelte: det A1 =k + 2.
(b) Induktionsbehauptung: Dann gilt fur &k + 1: det Ay =k + 2
(¢) Induktionsbegriindung:

2 —1 0
—1 .. ..
Ak-i-l: 2 1 0 GM((k‘—Fl)X(k’—Fl),R)
-1 2 -1
0 0o -1 2
Berechnung von det Ay, 1 durch Entwicklung nach der (k+1)-ten Zeile:
0
det Apy1 = —(—1)- Apr 5 +2-det Aynach der k-ten Spalte entwickeln
0
0 --- 0 -1 -1
54 Ak-Jr]_ = (—|-1) : (—1) - det Ak,1 + 2 - det Ak
54 Ak—f—l = 2-det Ak — det Ak:—l
) o (k+1)—k
= 2-k+2-k
= k+2
Wegen det A, = k+ 1ist det Ay >0 firk=1,...,n
= Alle Matrizen A, sind positiv definit. 0J
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