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a=(2,3,54); f=(1,5,3,6,2,4)

a?=1(2,3,5,4)-(2,3,5,4) = (1)(2,5)(3,4)(6) = (2,5)(3,4)
at=a%-a?=(2,5)(3,4)-(2,5)(3,4) = (1)(2)(3)(4)(5)(6) = (1) (id. Abb.)
% =(1,5,3,6,2,4)-(1,5,3,6,2,4) = (1,3,2)(4,5,6)
pr=p3%-p5%2=(1,3,2)(4,5,6) - (1,3,2)(4,5,6) = (1,2,3)(4,6,5)

3% =370 =(1,3,2)(4,5,6) - (1,2,3)(4,6,5) = (1)(2)(3)(4)(5)(6) = (1)
af =(2,3,5,4)-(1,5,3,6,2,4) = (1,4)(2)(3,6)(5) = (1,4)(3,6)

afB)? = (1,4)(3,6) - (1,4)(3,6) = (1)(2)(3)(4)(5)(6) = (1)
a=(2,3,5,4) = at=(4,5,3,2)

a™1p% = (4,5,3,2) - (1,3,2)(4,5,6) = (1,2)(3,4)(5,6)

(@™18%)? = (1,2)(3,4)(5,6) - (1,2)(3,4)(5,6) = (1)(2)(3)(4)(5)(6) = (1)

Aufgabe 3
(a)
1 2 2
A= 2 1 2
2 21
1—¢ 2 2
xa(t) = det(A—t-E3) =det 21—t 2
2 2 1—1¢

(11—t +8—8—4-(1—t)—4-(1—t)—4-(1—1)
(1—1)>+16—12- (1 —1)
1—3t+3t2 = +16 — 12+ 12t

2432+ 9+ 5= (1) (1 = 3t* — 9t — 5)
(—1)- (t=5)- (t+1)* = (1) (t+1)*- (t—5)

|

Die Eigenwerte von A sind: A\; = —1 und Ay = 5.

FEig(A,—1) = ker(A + Es):

A+ E3 = (

=rg(A+ E3) = 1= dimker(A+ E3) =2
Also ist p(xa, —1) =2 = dim Fig(A,—1)
Es gllt 2001+ 209+ 203 =0 21+ 29 +23=0
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= ( 0], 1 |) ist eine Basis von Fig(A, —1).

Eig(A,5) = ker(A —5E;) :

-4 2 2 -4 2 2 -4 2 2
A—-5E; = 2 -4 2 |~ 0 -6 6 |~ 0 —6 6
2 2 -4 0 6 —6 0 00
rg(A —5E3) =2 = dim ker(A — 5FE3) = 1 & dim Eig(A,5) =1
Also ist p(xa,5) =1 =dim FEig(A,5) (xx)
1
(| 1 |]) ist eine Basis von Eig(A,>5).
1
Aus (x) und (xx) folgt, dass die Matrix A diagonalisierbar ist.
1 0 1
B =( 01, 1 |,[ 1 ]) ist eine Basis des R?, die ausschlieflich aus
—1 -1 1

Eigenvektoren von A besteht.

Eine Transformationsmatrix T fiir die Diagonalform lautet:

1 01
T = 0 11
-1 -1 1
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2—t 1 1
xp(t) = det(B —tEs) = det 22—t 1
-2 12—t

= 2-t)P—-24+2+2-2-t)—-1-2—-1)—2-(2—-1)
= 2=t -1-2-H=@2-0-[2-9* -1
= 2-t)- (P —4t+3)=—(t—-2)-(t—1)-(t—3)

= —(t—1)-(t—2)-(t—3)

Die Eigenwerte von B sind: Ay =1 ; Ao =2 ; A\3 = 3.
Da sie paarweise verscheiden sind, ist B diagonalisierbar.

100
Die Diagonalmatrix lautet: D= | 0 2 0
00 3
Fig(B,1) = ker(B — E3):
1 11 1 1 1 1 1 1
B — FE3 = 211 }~10-1-1]~]|0 -1 -1
-2 11 0o 3 3 0O 0 0
rg(B — Es) =2 = dimker(B — E3) =1 < dim Fig(B,1) =1 = u(xg, 1)
0
= (| —1 |) ist eine Basis von Eig(B,1).
1

Fig(B,2) = ker(B — 2 - E3):

011 -2 10 -2 10 -2 10
B—-2F; = 2 01 |~ 2 01 |~ 01 1 |~ 0 11
-2 10 011 011 0 00
rg(B — 2E3) =2 = dim ker(B — 2E3) = 1 & dim Fig(B,2) = 1 = u(xs, 2).
1
= ( 2 |) ist eine Basis von Fig(B,2).
—2

Fig(B,3) = ker(B — 3E3):

-1 1 1 -1 1 1
B —3FE5 = 2 -1 1 ~ 01 3
-2 1 -1 0 0 0
= rg(B — 3E3) =2 = dim ker(B — 3FE3) = 1 & dim Fig(B,3) =1 = u(xs,3)

2
( 3 |) ist eine Basis von Fig(B, 3).
—1



0 1 2

Somit ist B= (| —1 |, 2 1, 3 |) eine Basis der R3, die ausschlief3-
1 -2 -1

lich aus Eigenvektoren von B besteht.

Eine Transformationsmatrix 7" fiir die Diagonalform lautet:

0o 1 2
T'=1| -1 2 3
1 =2 -1
()
6 3 1
C=| -6 -2 -1
6 4 3
6—1 3 1
Xc(t) = det(C—t-E3)=det| -6 —-2—-t -1
6 4 3—1

= 6-t)(-2—t)(3—t)—18—24+6-(2+t)+4-(6—1)+18-(3—1)
= 34+ Tt* — 36— 42+ 12 + 6t + 24 — 4t + 54 — 18¢
= 34T —16t4+12=(=1)- (> = Tt* + 16t — 12)

th=2= -T2+ 16t—12): (t —2)=t>* -5t +6=(t —2)-(t — 3)

= Xc(t) = (=1)-(t—2)*-(t=3)

Die Eigenwerte von C' sind: A\; = 2 und Ay = 3.
FEig(C,2) = ker(C — 2E3):

4 3 1 4 3 1
C—2B,= -6 -4 -1 |~[011
6 4 1 000
= rg(C — 2E3) = 2 = dim ker(C — 2E;) = 1 & dim Fig(C,2) =1 < 2 =
1(xc2)-
= die Matrix C ist nicht diagonalisierbar.
4 3 4 3 4 4 2 4 4 2
(C—2F3)?*=| 6 -4 -1 || 6 -4 -1 |]=| 6 -6 -3 |~|000
6 4 6 4 6 6 3 000
= rg(C —2F3)? =1
4 3 4 4 2 4 4 2
(C—2E3)*=| -6 —4 — -6 —6 -3 |=| -6 —6 -3 | =(C—-2F;)*
6 4 1 6 6 3 6 6 3



= rg(C — 2F3) = 1.
Bestimmung der Jordanschen Normalform von C'

Bezeichnung:
l;(A\,) = Anzahl der i-reihigen Jordanblocke J;(\,) zum Eigenwert A, in C.

Es gilt:
li(Ag) =rg((C'= A E)™) +rg((C = Ag- E)™1) = 2-1g((C' = A, - E)Y).

h(2) = rg((C—=2E)%) +rg((C —2E)°) = 2-rg((C - 2E)")
= 1+3-2-2=0

d.h. es gibt keinen 1-reihigen Jordanblock zu A\, = 2.

(2) = r9((C—2E)’) +rg((C - 2E)") = 2-79((C - 2E)?)
= 1+2-2-1=1

d.h. es gibt einen 2-reihigen Jordanblock zu \; = 2.
FEig(C,3) = ker(C — 3Ej3):

3 3 1 3 3 1 331
C—-3FE;=| 6 =5 =1 |~|[0 1 1]~]0T11
6 4 0 0 -1 -1 00 0
= rg(C —3F;3) =2
3 3 1 3 3 1 -3 -2 0 -3 -2 0
(C-3E3)*=| -6 -5 -1 |-| -6 -5 -1 | = 6 3 —1 |~ 0 —1 —1
6 4 0 6 4 0 -6 -2 2 0 1 1

= rg(C — 3E3)? =2

h(3) = rg9((C—3E)*) +rg((C -3E)°) —2-rg((C - 3E)")
= 2+3-2.2=1

d.h. es gibt einen 1-reihigen Jordanblock zu A\ = 3.

Die Jordansche Normalform C* der Matrix C' lautet:
2 1 0

C*=10 20

00 3
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Aufgabe 4

(a)
T ist ein C-VR.
Definiere: & : T x T — T, ((by), (1)) v (by) @ (b)) mit (b,) & (8,) =" (b, + 1))

1. Seien

(bn)a(b;z)ET = bypi2=0byy1+0b,, Yn >0
A\ b'+2—b+1+b b, € C

(bn) © (b},) =4 (b, +0,)=: (b)) €T ,denn:

bg+2 = bp2+ b;z+2 = (bn+1 +b ) (b;z—i-l + b'/n)
(b1 + blyr) + (0o +07,)
= W+ dh Tist beziigl. & abgeschlossen.

2. Kommutativ- u. Assoziativgesetz gelten in 7" beziigl. &, da sie in (C,+)
gelten.

3. (0)nen = (0,0,0,...) € T ist das neutrale Element in (7', ®).
4. Sei (by)nen € T beliebig

Bilde (b,)nen = (—bp)nen € T, denn:

Bn+2 :7 _bn+2 (bn-i-l + b _bn-i-l + (_bn) = bn—i—l + bn = (bn) D (Z)n) =
(by, + by) = (b + (—by))

) pu—
=(0)
Also gibt es zu jedem (b,) € T

ein Inverses, namlich (—b,) € T.

Insgesamt: (T, @) ist eine abelsche Gruppe.

Definiere: © : C x T — T, (¢, (by)) — ¢ ® (by) mit ¢ ® (by) 2" (cby).
Man muss zeigen:

Ver,eaeCoV(by) €T, VeeC, V(b)) (b)) eT.
(1) (c1+2) © (bn) = €1 © (bn) @ €2 © (bn)
(2) cO ((bn) ® (%))—CQ( n) ©cO (0,)

(3) 1 ® (2 ® (bn)) = (€1~ ¢2) © (bn)

(4) 1O (ba) = (bn)



Beweis zu (1): Seien ¢, ¢y € C, (b,) € T beliebig.

(c1 +c) ©(bn) = ((c1+co) b ) (a1
= (c1-by) ® (c2-bn)
= C1®(b)@02®(bn)

Beweis zu (2): Seien ¢ € C, (by,), (b)) € T beliebig.

cO((bn) (b)) = cO((bntb,)) = (c

(
= (c-by+c-b)=(cb,)®

= cO(b)®co (1)

Beweis zu (3): Seien ¢y, ¢y € C, (b,) € T beliebig.

10 (b)) = ao((cz-bn))
(c1 - (c2-bn))

((e1-c2) - by)

= (c1-c2) © (by)

Beweis zu (4): Sei (b,) € T beliebig.

Insgesamt: (T, @, ®) ist ein C-Vektorraum.
Fibonacci-Zahlen:

ﬁn—i—Z = ﬁn+1+ﬁnan20> ﬂneC
<:>Bn—|—1 - 5n+ﬁn—1;n2]-

Seien oy =1; 1 =0

#62:1753:17ﬁ4:2aﬁ5:37ﬂ6:5aﬁ7:87"'aﬁnv"'

Seien 5, =0; p; =1

bn+02 bn)

(c-b,)

:>55217ﬁé:2761/1:375g:57ﬁ(,3:87542137’B;L/’

Betrachte B = {(8n)nen, (B )nen} C T



Behauptung: B ist eine Basis des C-Vektorraums 7.

Begriindung: Sei (b,)nen € T beliebig vorgegeben. Dann gilt Vn € N,>0: byp0 =
b1 + by

Beh.: b, =by- B, +b1-0, VneN (i)

Beweis durch vollstdndige Induktion:

1. Induktionsanfang:
n=0:

bo = bo-Do+0b1- 0
b() = bol+b10 (Ok)

by = bo-fi+bi-0
bl == boo+bll (Ok)

2. (a) Induktionsannahme: Es gelte:
bn = bo'ﬁn"i_bl'ﬁ/ nZO

n’

Sbyor = by Puor+bi-5,4, n>1

(b) Induktionsbehauptung: Dann ist auch 3,11 = B - Bug1 + b1 - B4
(¢) Induktionsbegriindung: Es gilt

671—}-2 = 5n+1 + ﬁn vn >0
<~ ﬁnJrl = ﬁn + 67171 Vn > 1 (I)
ebenso: 3, ., =06, +5,_, Yn>1 (II)

sowie: by = b, +b,-1 Vn>1 (1)
Betrachte:

bo - Burr +01- By PED by (B 4 Bus) + by - (B, + Bly)
= (bo - B, + by - ﬁ;) + (bo - Bn-1+ b1 '6;1—1)

= bn + bn—l
- anrl

Somit ldsst sich jede Folge (b,)nen € T als Linearkombination der Ba-
siselemente (3, )neny und (8, )nen geméB (by,) = bo-(8,)+b1-(5),) darstel-
len. Da diese Darstellung zudem eindeutig ist, ist B = {(5,)nens (8, )nen}
eine Basis von 7. (ii)
Somit ist dimcT = 2.



ST—>T, (bo,bl,...) — (bl,bQ,...)

(bn)nEN = (bn-i-l)neN

Zeige: S ist ein Endomorphismus.
Beweis:

1. Seien (by,), (b)) € T beliebig

S((bn) @ (b)) = S((ba+1b},))

= S((B7) mit ¥ =b, +b,Vn>0

= (bﬁﬂ)

- (bn—l-l + b;1+1>
(anrl) D (b'/n-i-l)

= S((bn)) ® S((b))

2. Sei ¢ € C beliebig, sei (b,) € T beliebig.

S(c® (bn) = S((c-bn))
= (C'bn+1)
= ¢c® (byy1) =c® S((bn))

Sei B = {(Bn)nen; (8))nen} die in Teil a) ausgezeichnete Basis von T.
Dann besitzt jedes Element (b, ),ep € T beziiglich B die eindeutige Darstellung

(bn) = bo - (Bn) + by - (B) = ( Z(l) )B

Wegen S((bo, b1,...)) = (b1, be,...) lautet die Matrix Mp(S), die S beziigl. der

Basis B von T darstellt:
01
MB(S) = ( 1 1 >
Dann gilt namlich:

s (), () (5, () (8),
(c)

Eigenwerte von S:

!

det(S — t - idy) = det(Mg(S) — t - Ey) = 0
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-t Ly _ _ 2 4 42 L 1 1 11
det( 1 1_25)— t(1—t)—1 = —t+t*—1 =t t1_0t1/2_§i,/1+1_§i§\/5

Ergebnis: Die Eigenwerte von S (von Mg(S) ) sind:

1 1
)\1—§+§\/5

1 1

d do==—~=
un 2=575 5

Die geschlossene Formel fiir die Glieder der Fibonacci-Folge (a,,),er lautet:

(1—1—\/3)” 1 (1—¢3)n 1
an — . — O
2 5qrth 2 V5
Mit den Eigenwerten von Mp(S): Ay = # und Ay = 1_2\/5 ergibt sich:
1 1
a, = A]- — Ay —

NG V5
1

San = —=- (A= A3)

V5

Diese Formel soll im Folgenden unter Verwendung der Eigenwerte von S (von
Mp(S)) bewiesen werden.

Dazu zunéchst einige Vorbetrachtungen, die im Laufe der Rechnung Verwendung
finden. Es gilt:

(Od) M+d=1A=1—)X\

(B) M= A =+5

(V) M- Ap = —1

(0) Beh.: Vn € N gilt: A\ = 3, + \; - B, (i = 1,2) (B, [, wie vorher definiert)
Beweis durch vollstandige Induktion:

1. Induktionsanfang:
n=0:

A= Bot+ NG

A= Bt NG
A= 0+N-1 (ok)

(a) Es gelte:

SN = B+ NG, Vn>1

11



(b) Dann gilt auch: \; = Bny1 + Ai - B4, VR > 1
(¢) Induktionsbegriindung:

Byt + Ai - 6;1+1 = (ﬁn + 6n71) + A - (ﬁ; + Bizfl)
= (Bt Ai-B)+ Baa+Ni-G1)
EPUNDYS
= )\?_1 . ()\z + 1)
e

1 5
+-V5+ =
2\/_+4
1
— 4+ -5
2 2\/_
1 1
= 14+ (=+=V5
+(5 £ 5V5)

= 14+ A2
= Ao+ 1l=XN+1

1
4
3

(¢) Bestimme einen Vektor aus Eig(Mg(S), A1) = ker(Mg(S) — Ay - E3)

. -\ 1 (o) -\ 1 -\ 1 '(\7~—)> - 1
MB<S>_A1’E2—( 1 1—)\1>_< 1 A2>W( 0 /\1/\2+1) ( 0 0)

Bs gilt:
(2" o) (x ) =(0), mit =108 (hoer

( ; ) ist dennoch ein Eigenvektor zu A;.
L/ B

1 .
()\ ) :(ln)nGletlnzlﬁn"i_)\lﬁ;zzﬁn"i_)\lﬁ;z
/B

Wegen (§) ist B, + A1 - B, = A} (€1)
Fiir den Eigenwert Ay fiihrt man eine analoge Rechnung durch und erhélt als
Eigenvektor zu Ao:

1 )
()\ ) :(l;)neNmltlézl'ﬁn+>\2'@zzﬂn+>\2'5ﬁl-
2

B
Wegen (§) ist B, + Ao - B, = A} (€2)
Auf (g1) und (g9) folgt:

>‘71L_/\721 = (ﬁn‘{’)\lﬁ;)_(ﬁn"{’)@ﬁ;)
= (M —N)- 0,
® V5.3
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1

und somit: 3/, = N (AT —AD), Vn >0 (¥)
Die Folge (8!)nen ist geméB Festlegung aber gerade die Folge der Fibonaccizah-
len. Somit ist () )nen = (an)neny und wegen () ist a,, = N (AT — A\) bewiesen.
Aufgabe 5

A=A A2-A=05A (A-E)=0&(A-0-FE)- (A-1-E)=0

= det(A—0-E)-(A—1-FE))=det0
det(A—0-E)-det(A—1-E)=0&det(A—0-E)=0Vdet(A—1-E)=0
< A\ = 0 ist Eigenwert von A oder Ay = 1 ist Eigenwert von A, d.h. die Eigen-
werte von A sind in {0;1}.

= xalt) = (=D -tk t-—1)"F 0<k<n
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