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3. Mathematische Grundlagen

Links zu den Vortrdgen von Peter Mirold:

« Aussagenlogik: http://rw4.cs.uni-sb.de/~joba/Infol/Material/mathe1.pdf]
« Pridikatenlogik: http:/rw4.cs.uni-sb.de/~joba/Infol/Material/Math_Grundl 2.pdf]
* Relationen: http://rw4.cs.uni-sb.de/~joba/Infol/Material/Relationen.pd

Diereflexive, transitive Hille

R, = {R'| R'l] A% A, R'reflexiv, tranitiv, R [ R}
R= mR' ,,von oben‘

R'OR,
R ={(a,b) UAxA|es gibt ay,a,,....,a, 1 Amit a =a,,b=a, und (a,,a,,,)UR fiir (0<i< n)}
,,von unten‘

Satz: R ist reflexiv und transitiv

1. Beweiszu reflexiv:
Sei a U A beliebig, (a,a) U R' fiir alle R'UR,

Es folgt (a,a)0 [\R'=R

R'OR,

2. Beweiszu transitiv:
Seien a,b,c beliebig aus 4 mit (a,b) OR und (b,c) R

(a,b) 0 R=>(a,b) OR' fiiralle R'OR,
s (a,c)OR' firalle ROR,
(b,e) RD:;(b,c) UR' firalle R'OR,

Daraus folgt (a,c) U mR': R

ROR,
Satzz R" =R
Wir zeigen, R* 0 Rund ROR

2. Beweiszu ROR":
Hilfsbehauptungen:

2.1. R" ist reflexiv
2.2. R" ist transitiv
2.3. ROR
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Aus diesen folgt:
R OR,
Es folgt: R = ROR

ROR,

Beweisder Hilfsbehauptungen:

(H1) Sei a4 beliebig
Wir wihlen n=0 und damit die Kette (a,a)

= fiir beliebige a 0 4 ist (a,a) R’

(H2) Seien a,b,c 0 A mit (a,b) R und (b,c) IR
(a,b)OR" = es gibt a,,..a, 1A mit a = a,,b =a, und (a,,a,,,) R
(b,c)OR" = esgibt by,..5h, 0 A mit by =b,b, =c und (b,,b,,,) IR’

Seien ¢, = a,,c, = a,,...,c, = a,,c,,, =b,....c,,, =b,

n+l

Es gilt ¢, = a,c,,, =c und (c,,c,,,) DR fiir (0<i<n+m)

Y n+m

Also ist (a,c) DR’

(H3) Sei (a,b) OR beliebig
Wir wihlen n=1 und die Kette a,,a, mit a, =a,a, =b und (a,,a,) UR
Also gilt (a,b) DR’

3. Beweiszu R° O R:

Wir zeigen R* 0 R' fiir alle R'0 R,
Daraus folgt R 0 [|R'= R

R'OR,

Sei R' beliebig
Sei (a,b) O R’
Hieraus folgt: es gibt a,,...,a, 1 A mit a, = a,a, =b,(a,,a,,,)UR fir (0<i<n)

Wir zeigen: (ay,a )R firalle 0<i<n

Beweis Uber vollstandige Induktion Uber 0 <i<n
LA. i=0: (a,a,) JR" da R' reflexiv
LS. i> i+l

Induktionsannahme (a,,q;) UR'

(ap,a)UR(a;,a, ) URO R’
Also: (a,,a,,,)UR'
Firi=n: (aa,)=(a,b)0R' ged.
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Kapiteltbersicht:

Kapitel 3 Mathematische Grundlagen
3.1 Aussagenlogik

3.2 Pridikatenlogik

3.3 Mengen

3.4 Relationen

3.5 Folgen, Worte

3.6 Kontextfreie Grammatiken

3.5 Folgen, Worte

Sei 4 eine nichtleere Menge. Wir mochsten Elemente aus A4 endlich aneinanderreihen.

Definition (endliche Menge):
Eine Folge der Lange » iiber 4 ist eine Funktion

a:[Ln] M 4 nONo, [L,n] ={1,2,....7

Die leere Folge a : [1,0] [ A ist eindeutig bestimmt.
Meist wird sie mit & bezeichnet.

A" {a la: [l,n] HIEN A} Menge aller Folgen der Liange # iiber 4
A = UA” Menge aller Folgen iiber 4

n=0

A" = U A" Menge aller nichtleeren Folgen iiber 4

n21

4 ={3

Operation conc: 4" xA M. A4
conc(a,b)=c , seien a:[l,n] - A,b:[l,m] - A
mit c:[l,n+m] |
c(l) = a(l),c(2) = a(2),... c(n) = a(n)
c(n+1)=b(),... c(n+m) =b(m)

Uns interessieren Folgen von Zeichen.
Alphabet 2 nichtleere Menge

Definition (Wort):
Sei 2 Alphabet. Eine endliche Folge von Zeichen aus 2 heillit Wort.

lexanal: X% - (Z+)+

Schreibweise:
a[l,n] — 2 wird geschrieben als a,,a,,...,a, a;, = a(i)
conc(a,b) geschrieben als a.b oder ab
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3.6 Kontextfreie Grammatiken

In diesem Abschnitt werden Mechanismen zur Beschreibung des Syntax von
Programmiersprachen vorgestellt.

Beispiele sind die Sprache aussagenlogischer Terme, SML-Namen und einfache SML-
Ausdriicke.

3.6.1 Einflhrendes Beispid

Definition aussagenlogische Termine (Peter Mirold):

1. w,fund jede aussagenlogische Varible sind Terme

2. Sind p un g Terme, dann auch (=p),(p Ug),(p Ug),(p - q),(p - q)
3. nichts sonst

Formalisierung:

v stehe fiir aussagenlogische Terme

1. term ::==w
term ::==f
term ::=v

2. term ::= (—term)
term ::= (term [Jterm)
term ::= (term [Jterm)
term ::= (term — term)
term ::= (term o term)

L esen:
e definierendes Vorkommen (term ::=): lesen als: ,,ein Term ist...”
* angewandtes Vorkommen (term rechts von ::=): lesen als: ,,etwas, das ein Term ist...

(13

3.6.2 Definition kontextfreie Grammatiken

Welche Bestandteile hat die obige Beschreibung?

1. Welche Zeichen kénnen in Termen auftreten?
w,f,v,(,),~, 00 >, o Terminale
2. term: nichtterminal (syntaktische Kategorie)
3. Nichtterm ::= Wort aus Nichtterminalen und Terminalen Produktionsregel

Insgesamt:

Definition (kontextfreie Grammatik)

Eine kontektfreie Grammatik (kfG) ist ein Quadrupel G = (N,Z, P, S) mit
* N endliche, nichtleere Menge von Nichtterminalen.
* X nichtleeres Alphabet, Terminale Nn X =g
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« POWOZY
e SON Startsymbol

Beispid:
id ::= symid
id ::= alphanumid
alphanumid ::=' idrest 2= {b,z,', J
alphanumid ::= b idrest
P =<idrest ::= X N = {id, symid,alphanumid, idrest}
idrest ::= idrest b
idrest ::= idrest z S=id

idrest ::= idrest

1drest ::= idrest '

Bemerkung: die Regeln fiir symid fehlen

Ableitung: ((vOv)OE - v)
term = (term term) = ((—(term) [ term)
Grerm T

le‘m T X [//
= ((=(term Uterm)) [Jterm) X =qa
Gropm " —~—"—————
a y

generische Namen:
a,b,clZ
x,y,z0%

a,B.y,¢.¢ 0(NOZ)
AB,. . X,Y,.ZUN

Definition (leitet direkt ab)
Seien a, FO(N O %)
Wir schreiben a = [ und sagen, f wird direkt aus « abgeleitet,

wenn es ¢,y,A,p gibt o=QAvy

p=ovy
und A:=yUP

[}
Sei = die reflexive transitive Hiille von =
G G

Wir wihlen durch die Definition ,,von unten®;

* *

a—= [ genau dann wenn es gibt a,,...,a, mit a, =a,a, = und a,=a,,, firalle 0<i<n
G G

Solch eine Kette a,...,a, nennen wir eine Ableitung von S aus a.

*

Gilt in jedem Schritt a; =a,,, ; a, =¢. AW, und a.,, =Py, mit . 0%
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dann heift die Ableitung Linksableituna.
Gilt S:>Ga’ , 50 heilit a Satzform von G.

Ist a 0", so heiBt es ein Satz von G.

L(G)= {WD 3 S:G>w} Sprachevon G

Beispiel: L(G,,, ) istdie Sprache der aussagenlogischen Terme iiber der Variablen v.

Definition (gerichteter Graph)
Ein gerichteter Graph ist ein Paar von Mengen (V,E).
V heiflt die Knotenmenge, £ OV xV heifit die Kantenmenge. Der Eingrad indeg(v) eines

Knotens v ist indeg(v) =/ {(w,v) | wOV}.

Der Ausgrad antdeg(v) = {(v,w) | w OV}

Ein Pfad ist eine Folge von Knoten v,,v,,...,v, mit n =1 und (v,,v,, )UE fir I<i<n.

Ein Graph (V,E) heiflit azyklisch genau dann wenn es keinen Knoten mit einem Pfad zu sich
selbst gibt, d.h. v,,...,v, mit v, =v .

Beispid:
Sei 1 ={1,23,4,3, E=(1,2),(1,4),(4,5,(53

Dieser Graph hat z.B. den Pfad 1, 4,5. Er hat keinen Zyklus

Definition (Baum)

Ein gerichteter azyklischer Graph (V,E) heilit Baum, genau dann wenn es einen Knoten mit
Eingrad 0 gibt und alle anderen Knoten den Eingrad 1 haben.

Der Knoten mit Eingrad 0 heifit die Wur zel des Baumes.

Die Knoten mit Ausgrad 0 heilen Blatter. Nicht-Blattknoten heilen innere Knoten. Ist
((v,w)OE so heilit v Elter von w.

Ein Baum heif3t geordnet, wenn es zu jedem Knoten mit Ausgrad & eine Funktion von [1,k]
auf die Kinder gibt.

Definition (beschrifteter Graph)

Ein Graph (V,E) heifit knotenbeschriftet, wenn es cin Alphabet a und eine Funktion
[V - a gibt.

Ein Graph heifit kantenbeschriftet, wennesaund /: £ - a.
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Definition (Syntaxbaum)

Gegeben hfG G =(N,2,P,S)

Ein Syntaxbaum fir X ON und xO3" gemiB G ist ein geordneter, knotenbeschrifteter

Baum mit

1. Waurzel ist beschriftet mit X

2. Das Blattwort ist x

3. Ist n ein innerer Knoten mit Beschriftung Y und sind die Kinder von links nach rechts
beschriftet mit a,,...,a, , so gilt

Sei a,,...,a, eine Linksableitung von w aus X (d.h. a, =x,a, =w)

Der zu dieser Ableitung korrespondierende Sytanxbaum wird wie folgt konstruiert:
1. Die Wurzel wird mit X beschriftet

2. Im Schritt ¢, 4,4, ?¢iyl.t/li mit ), =x,,...,x, Lx, J(NOZ2)

k >0: fige k£ Knoten mit den Beschriftungen X ,...,X, (von links nach rechts) und &

Kanten von dem am weitesten links stehenden mit 4, beschrifteten Knoten zu dem neuen

Knoten hinzu.
k = 0: Fiige einen Knoten, beschriftet mit £ und eine Kante von dem am weitesten links

stehenden mit A4, beschrifteten Knoten zu dem neuen Knoten hinzu.

Definition (mehrdeutiq):

Eine kfG G heifit mehrdeutig, genau dann wenn es ein w[JL(G) mit zwei verschiedenen
Syntaxbdumen gibt.

Beispid: aritmetische Ausdriicke

G, = ({exp{ +0~}.P,.exp)

exp ::=exptexp
exp ::= expllexp
P =Jexp:=~exp

exp = v
exp ::= (exp)

exp exp
/ / \

exp exp

/ I\ RN
exp e>|(p e>|<p e>|(p e>|<p e>|<p
|
v + v O v v + v Ov

G,, ist mehrdeutig.
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Eindeutigkeit ist wichtig, weil die Semantik (Auswertung) gemif der syntaktischen Struktur
passiert. Verschiedene Syntaxbdume fiir den gleichen Satz fiihren im Allgemeinen zu
verschiedenen Ergebnissen bei der Auswertung.

Satz: G,,, ist Eindeutig

Bewels: Hilfsbehauptungen
(H1) Falls wOG dann gilt

Sei y ein Prafix von w (d.h. w = yz)

Def: Ue(v) =| w|, =| wl,

| w|, Anzahl der Vorkommen von a in w
Ue(y) =0 und

Ue(y) =0 genau dann wenn y = & oder y =w

Beweis: Induktion iiber die Lédnge von Ableitungen...
(H2) Sei wOL(G |wl|>1

Dann gibt es entweder einen eindeutig bestimmten Operator op D{D, 0 -, H} und

term

term)

eindeutig bestimmte w,,w, UL(G,,, ) mit w=(w, op w,)

term

oder es gibt ein eindeutig bestimmtes w'l1 L(G,, ) mit w=(=w'")

term

Unvollstdndig geklammerte Ausdriicke, Operatoren mit Pr&zedenzen.
e, op, e, op, e;  Annahme: Priz(op,) > Priz(op,), dann Klammerung e, op, (e, op, e;)

SML hat Prézedenzen fiir binareinfix-Oper atoren:

Ebene 7: /,0div,mod
Ebene 6: +,—,

|
Ebene 4: =,<> <, > <= >=

Zusatzlich: undre Operatoren (z.B. ~) binden am stirksten. Funktionsanwendung bindet
stirker als Stufe 7.

Stufe —1 andalso

Stufe -2 orelse

Assoziativitat:

e linksassoziativ: klammert nach links

e rechtsassoziativ: klammert nach rechts

e aritmetische Operatoren klammern nach links

Arithmetische Ausdriickein unvollstdndig geklammerten Notationen
Prinzip ein Nichtterminal pro Prdzendenzstufe

Ge = ({E’T’F}{ +’D~:(’)’}/ ’Pe’E)
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E:=E+T
E:=
T:=TUF
P =:T:= Behauptung: G, ist eindeutig v + v Ow

F:=v
F o=~
F:=(E)
/E 1
1|5 \ E Onicht reduzierbar! E/ \

T

|

N N
BEEN RN
v + v O v + v v

Einfache Ausdr ickeim SML

exp = infexp
exp andalso exp
exp orelse exp
if exp then exp else exp

infexp ::= infexp id infexp
appexp

appexp ::= atexp

atexp::= scon
<op >vid
(exp)

3.7 Inferenzsysteme

Inferenzsysteme werden benutzt zur Beschreibung von Typsystemen und von der Semantik.
Beispiele: einfache SML-Ausdriicke

Im Kapitel 1:
Beispiel fiir die Herleitung von Aussagen
* Typberechnung Mke:t

“in der Typumgebung I hat der Ausdruck e den Typ t*
 Ausdrucksauswertung (Semantik) prel v
“in der Wertumgebung o hat e den Wert v*
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Aussagenform: Umgebung, syntaktisches Objekt, Eigenschaft
(Ausdruck) / \
Typumgebung Wertumgebung Typ Wert

Berechnungsregeln, damals informal beschrieben, werden formalisiert als | nferenzsysteme.

Allgmeine Form:
Pramissen

Bedingun
Konklusio EUng

Pramisse, Konklussion sind Aussagen einer der obigen Formen.

3.7.1 Typberechnung

(I gegeben)
(intconst) (id)
——a intconst I(id) = (val,t)
+id :1int Ma:t
(intplus) (realplus)
Me :int Tke, :int [te :real Tre,:real

(e, +e,):int M-(e, +e,):real
= (andalso)
ke it Tre,:t "t hat Gleichheit" + [ e :bool T e, :bool
(e, =e,):bool F [ (e, andalso e,) : bool

(if)
ke :bool Tre,:t Trey:t
[H(if e, then e, else e;) : t

Beobachtung tber dasInferenzsystem:

Syntaktische Objekte in Pramissen sind die Bestandteile (Unterausdriicke) des syntaktischen
Objekts der Konklusio.

Die Inferenzregel definiert die Berechnung der Eigenschaften des syntaktischen Objekts des
Konklusio in Abhédngigkeit von den Eigenschaften der syntaktischen Objekte der Pramissen.
Deshalb: Syntaxgesteuertes | nferenzsystem
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Beispiel
a > (val,int)
Gegeben [ =1b > (val,char)

¢ (val,char)

Typberechnung fiir if @ =0 then b else ¢

M= = [, int
Mka:int (@)= (val,int M-0:int

N-(a =0):bool I'+b:char
(i (a =0) then b else ¢) : char

0 intconst

M=(b): (val,char) —(c) : (val, char)
l~c:char

Baum wurde aufgebaut
* Dbei den Bléttern angefangen
* bei der Wurzel aufgehort

Baumaufbau von der Wurzel zu den Blattern:

H(a) = (val,int)

Mka:t, M-0:¢,
H(b) : (val, char) I=(c): (val, char)
H(a =0):bool MEb:t MFc:t, t, = int

M-@f (a=0)thenbelsec):t, t, =int

0 intconst

3.7.2 Auswertung (Semantik)

Sei Wertumgebung p gegeben

(intconst) (id)

m a intconst m p(id) = (val,v)

(intplus) (=1)

ore Uy, pre, Uv, pre Vv, pre, Uv, N
o(e +e,) v, +v, pr(e, =e,) U true ?

(=2) (if2)

pre U v, pre, U v, Pre U true pre, Uy

v, £V,

pr(e, =e,) U faise PH(if e then e, else e,) Uy

(if2)
ore, U false pre, v
Pr(if e thene, elsee,) U v

Wichtig: Nur einer der beiden Ausdriicke e,,e, wird ausgewertet.
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