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Programmierung:
Musterlösung zum 7. Übungsblatt

Prof. GertSmolkaundThorstenBrunklaus

Aufgabe7.1: Rekursionsbäumeund Laufzeit(2+2+2)

(a) p 8

p 7

p 6

p 5

p 4

p 3 p 2

p 2

p 3

p 3

p 4

p 3 p 2

(b) p 8 hatdie Laufzeit13.

(c) fun phi n = if n<4 then 1 else 1 + phi(n-1) + phi(n div 2)

Aufgabe7.2: Größter gemeinsamerTeiler(1+2+2+3+3+2+3)

(a) Ja.

(b) gcd(216,60)

gcd(156,60)

gcd(96,60)

gcd(36,60)

gcd(36,24)

gcd(12,24)

gcd(12,12)

(c) fun phi’(x,y,a) = if x=y then a
else (if x<y then phi’(x, y-x, a+1) else phi’(x-y, y, a+1))

fun phi(x,y) = phi’(x,y,1)

(d)

�
x � y ������� x � y  ! x � y "$#%! x � y & x "
�

x � y ��� � � x ' y  ! x � y "$#%! x & y � y "
�

x � y � x ()� y (*�+� � �,! x � y "$#-! x (.� y (/"10, x 2 y ' x (32 y (



(e) Beweis DurchInduktionübermax4 x � y 5 .
Seimax4 x � y 576 1. Dannx 6 y 6 1. Also 8$! x � y "96 1 : max4 x � y 5 .
Seimax4 x � y 5;' 1. Wir unterscheidendreiFälle:

(i) x 6 y. Dann 8$! x � y "96 1 : max4 x � y 5 .
(ii) x ' y. Dann

8$! x � y "96 1 2<8$! x & y � y " Definitionvon gcd

: 1 2 max4 x & y � y 5 Induktionsannahme

: max4 x � y 5

(iii) x � y. Analog.

=

(f) y 6 1

(g) Esgenügtzu zeigen,dassdie Funktion

gcd ���<>?�A@ �
gcd ! x � y "B6 if x 2 y 6 0 then0 else max! T ! x "DC T ! y "E"

die definierendeGleichungvongcd für alle ! x � y "$��� � >?� � erfüllt. Diesist derFall, wenn

�
x � y ��� � � x ' y  T ! x & y "FC T ! y "G6 T ! x "DC T ! y "

gilt. Seienx � y �+� � mit x ' y.

Seik � T ! x "DC T ! y " . Dann

x & y 6IH x J k K k &LH y J k K k 6M!NH x J k KO&PH y J k KQ"9R k

Also k � T ! x & y " .
Seik � T ! x & y "*C T ! y " . Dann

x 6M! x & y "*2 y 6SHE! x & y "TJ k K k 2UH y J k K k 6M!NHT! x & y "TJ k KB2UH y J k KQ"9R k

Also k � T ! x " .

Aufgabe7.3: Iterati vesBerechnenvon balanciertenBinärbäumen(2+2)

fun tree’ (n,t) = if n<1 then t else tree’(n-1, N((),t,t))

fun tree n = tree’(n, L())

fun tree’ (n,t,d) = if n<=d then t else tree’(n, N(d+1,t,t), d+1)

fun tree n = tree’(n, L 0, 0)



Aufgabe7.4: Induktion über Listen(3+3+3+3+3)

(a) Beweis DurchInduktionüberxs.

Sei xs 6 nil. Dannxs@nil 6 nil 6 xs mit derDefinitionvon @.

Sei xs 6 x �V� xr. Dann

! x �V� xr " @nil 6 x �V�W! xr@nil " Definitionvon @

6 x �V� xr Induktionsannahme

6 xs

=

(b) Beweis DurchInduktionüberxs.

Sei xs 6 nil. Dann

X
xs@ys

X 6 X
ys
X

Definitionvon @

6 X
xs
X 2 X ys

X
Definition von

X
_
X

Sei xs 6 x �V� xr. Dann

X
xs@ys

X 6 X
x �V�W! xr@ys" X Definitionvon @

6 1 2 X xr@ys
X

Definitionvon
X
_
X

6 1 2 X xr
X 2 X ys

X
Induktionsannahme

6 X
xs
X 2 X ys

X
Definitionvon

X
_
X

=

(c) Beweis DurchInduktionüberxs.

Sei xs 6 nil. Dann
X
rev ! nil" X 6 X

nil
X 6 X

xs
X
mit derDefinition von @.

Sei xs 6 x �V� xr. Dann

X
rev ! xs" X 6 X

rev ! xr " @Y x Z X Definitionvon rev

6 X
rev ! xr " X 2 X Y x Z X Teil (3)

6 X
xr
X 2 1 InduktionsannahmeundDefinitionvon

X
_
X

6 X
xs
X

Definitionvon
X
_
X

=

(d) Beweis DurchInduktionüberxs.

Sei xs 6 nil. Dann

rev ! xs@ys "G6 rev ! ys" Definitionvon @

6 rev ! ys" @nil Teil (2)

6 rev ! ys" @rev ! xs " Definition von rev



Sei xs 6 x �V� xr. Dann

rev ! xs@ys "G6 rev ! x �V�W! xr@ys"E" Definitionvon @

6 rev ! xr@ys" @Y x Z Definition von rev

6M! rev ! ys " @rev ! xr "E" @Y x Z Induktionsannahme

6 rev ! ys" @! rev ! xr " @Y x Z)" Teil (1)

6 rev ! ys" @rev ! xs " Definition von rev
=

(e) Beweis DurchInduktionüberxs.

Sei xs 6 nil. Dannfolgt mit derDefinition von rev rev ! rev ! xs"E"G6 rev ! nil"G6 nil 6 xs [
Sei xs 6 x �V� xr. Dann

rev ! rev ! xs "E"G6 rev ! rev ! xr " @Y x Z)" Definitionvon rev

6 rev !EY x Z)" @rev ! rev ! xr "E" Teil (5)

6MY x Z @xr Definitionvon rev undInduktionsannahme

6 xs Definitionvon @
=

Aufgabe7.5: Iterati vesLength(3+3+3)

(a)

len(F�+\�! X "B>^]_@ ]
len()! nil � n "G6 n

len( ! x �V� xr � n "G6 len( ! xr � n 2 1"

(b) Beweis DurchInduktionüberxs.

Sei xs 6 nil. Dann

len(.! xs � n "G6 n Definition von len(
6 X

xs
X 2 n Definition von

X
_
X

Sei xs 6 x �V� xr. Dann

len(.! xs � n "G6 len(.! xr � n 2 1" Definitionvon len(
6 X

xr
X 2 n 2 1 Induktionsannahme

6 X
xs
X 2 n Definitionvon

X
_
X

=

(c) fun len’ (nil, n) = n
| len’ (_::xr, n) = len’(xr, n+1)

fun len xs = len’(xs,0)

Laufzeitvonlen ! xs " ist
X
xs
X 2 1.


