Programmierung:
Musterlésung zum 7. Ubungsblatt

Prof. GertSmolkaund ThorstenBrunklaus

Aufgabe7.1: Rekursionsbaumeund Laufzeit(2+2+2)

(a) p 8
N
p 7 p 4
/ N\ /7 N\
p 6 p 3 p 3 p 2
/ N\
p 5 p 3
/7 \
p 4 p 2
/7 \
p 3 p 2

(b) p 8 hatdie Laufzeit13.

(c) fun phi n = if n<4 then 1 else 1 + phi(n-1) + phi(n div 2)

Aufgabe7.2: Gro3ter gemeinsamerTeiler(1+2+2+3+3+2+3)

(a) Ja.
(b) ged( 216, 60)
gcd( 156, 60)
gcd( 96, 60)
gcd(S%,GO)
gcd(S%,24)
ged( 1|2, 24)
gcd(lg,12)

(© fun phi’(x,y,a) = if x=y then a
else (if x<y then phi’(x, y-x, a+l) else phi’'(x-y, y, atl))

fun phi(x,y) = phi’(x,y,1)
(d)

VX, yeNT: x <y=(X,¥) > (X, ¥y —X)
VX, yeNt: x>y= (X y) > (X—VY,Y)
v, y, X,y eN': (X,y) > (X,Y) < x+y>x+Y



(e) Beweis DurchInduktiontibermax(x, y}.
SeimaxX{x,y} = 1.Dannx =y = 1. Also ¢ (X, ¥) = 1 < max(x, y}.

Seimax{x, y} > 1. Wir unterscheidedreiFalle:

() x =y.Danng(x,y) =1 < maxx, vy}.

(i) x > y.Dann
P Y)=1+0(X—V.,Y) Definition von gcd
<14+ maxx—y,Yy} Induktionsannahme
< maxXx, y}

(i) x < y. Analog.

M y=1
(9) Esgenigtzu zeigendassdie Funktion

gede Nx N— N
ged(x, y) = if x + y = 0then0 else max(T (x) N T (y))

die definierendeGleichungvongced fir alle (x, y) € Nt x N* erfilllt. Diesist derFall, wenn
VX,yeNt: x>y = Tx—y)NTy) =TX) NT(y)

gilt. Seienx, y € N* mitx > y.
Seik e T(x) N T(y). Dann

X—y=[x/kl k—Lly/k] k= (Ix/k] — Ly/k]) -k

Alsok e T(x — ).
Seik e T(x —y)NT(y). Dann

X=X=-y)+y=[x-y)/kik+ Ly/kl k= (L(x=y)/k] + Ly/k]) -k
Alsok € T(X).

Aufgabe 7.3: Iterati vesBerechnenvon balancierten Binarbaumen(2+2)

fun tree’ (n,t) =if n<l thent else tree’(n-1, N((),t,t))

fun tree n = tree’ (n, L())

fun tree’ (n,t,d) =if n<=d thent else tree’' (n, Nd+1,t,t), d+1)

fun tree n =tree’(n, L 0, 0)



Aufgabe7.4: Induktion Uber Listen(3+3+3+3+3)

(a) Beweis Durchinduktiontberxs.

Sl xs = nil. Dannxs@nil = nil = xs mit der Definitionvon @.

Sai xs = x::xr. Dann

(XX @nil = x:: (xr@nil)
= XuXr
= XS

(b) Beweis Durchinduktioniberxs.
Sei xs = nil. Dann
IXs@ys| = |ys|
= |xs| + |ys|
Sl xs = x::xr. Dann

[xs@ys| = [x:: (Xr @ys)|
=1+ |xr@ys|
=14 |xr|+ |ys|
= |xs| + |ys|

(c) Beweis Durchinduktiontberxs.

Definitionvon @
Induktionsannahme

Definition von @
Definitionvon|_|

Definition von @
Definitionvon |_|
Induktionsannahme
Definitionvon |_|

Sai xs = nil. Dannjrev(nil)| = |nil| = |xs| mit derDefinitionvon @.

Sai xs = x::xr. Dann
Irev(xs)| = |rev(xr)@[X]|
= [rev(xr)| + |[x]]
=|xr|+1
= |xs|

(d) Beweis Durchinduktioniberxs.

Sai xs = nil. Dann

rev(xs@ys) = rev(ys)
= rev(ys)@nil
= rev(ys) @rev(xs)

Definitionvon rev
Teil (3)

Induktionsannahmend Definitionvon |_|
Definitionvon|_|

Definitionvon @
Teil (2)
Definition vonrev



Sai xs = x::xr. Dann

rev(xs@ys) = rev(x:: (xr@ys))
= rev(xr@ys) @[x]

= (rev(ys)@rev(xr)) @|[x]

= rev(ys) @(rev(xr) @[x])
= rev(ys) @rev(xs)

(e) Beweis Durchinduktiontberxs.

Definitionvon @
Definitionvonrev
Induktionsannahme

Teil (1)
Definitionvonrev

Sai xs = nil. Dannfolgt mit der Definition vonrev rev(rev(xs)) = rev(nil) = nil = xs.

Sal xs= x::xr. Dann
rev(rev(xs)) = rev(rev(xr) @[x])
= rev([x])@rev(rev(xr))
= [X]@xr

= XS

Aufgabe7.5: Iterati vesLength(3+3+3)
(a)
len € L(X) x Z — Z
len'(nil, n) =n
len'(x::xr,n) =len'(xr,n+ 1)
(b) Beweis Durchinduktiontberxs.
Sai xs = nil. Dann

len(xs,n) =n
= |X§ +n

Sal xs= x::xr. Dann
len'(xs,n) = len'(xr,n + 1)
=xrl+n+1
= |Xg +n

(© fun len (nil, n)
| len (_::xr, n)

n
| en’ (xr,

fun len xs = |l en’ (xs,0)

Laufzeitvon| en(xs) ist |xs| + 1.

n+1)

Definitionvonrev
Teil (5)

Definition von rev undInduktionsannahme
Definitionvon @

Definition von len’
Definitionvon|_|

Definition von len’
Induktionsannahme
Definitionvon|_|



