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Programmierung:
Musterlösung zum 5. Übungsblatt

Prof. GertSmolkaundThorstenBrunklaus

Aufgabe5.1: Induktion (4) DurchInduktionübern.

Sei n � 0. Dann

f
�
n ��� 1 (nachDefinition von f )

� �
n � 1� 2

Sei n � 0. Dann

f
�
n ��� f

�
n � 1��� 2n � 1 (nachDefinitionvon f )

� n2 � 2n � 1 (nachInduktionsannahme)

� �
n � 1� 2

Aufgabe5.2: Induktion (4) DurchInduktionübern.

Sei n � 0. Dann

f
�
n ��� 0 (nachDefinitionvon f )

� n

6

�
2n2 � 3n � 1�

Sei n � 0. Dann

f
�
n ��� f

�
n � 1��� n2 (nachDefinitionvon f )

�
�
n � 1� � 2 � n � 1� 2 � 3

�
n � 1��� 1�

6
� n2 (nachInduktionsannahme)

�
�
n � 1� � 2n2 � n �

6
� n2

� n

6
���

n � 1� � 2n � 1� � 6n �

� n

6
�
2n2 � 3n � 1�

Aufgabe5.3: Induktion (4) DurchInduktionübern. Seiq !#"$��% 1& .
Sei n � 0. Dann

f
�
q ' n �(� 1 (nachDefinition von f )

� 1 � qn ) 1

1 � q



Sei n � 0. Dann

f
�
q ' n �(� f

�
q ' n � 1��� qn (nachDefinition von f )

� 1 � qn

1 � q
� qn (nachInduktionsannahme)

� 1 � qn � qn � qn ) 1

1 � q

� 1 � qn ) 1

1 � q

Aufgabe5.4: Graphen (2+2+2+2)

(a)

5 3 6

1 2 4

Größe:6, Tiefe: 3, Quellen: % 6& , Senken: % 4 ' 5&
G ist azyklisch.G ist zusammenhängend,abernicht starkzusammenhängend,denn2 ist von 1
ausnicht erreichbar. G ist kein Wald,denn3 hatzweiVorgänger.

(b) 4

3

6 1

2

7

5

Größe:7, Tiefe: 3, Quellen: % 4& , Senken: % 1 ' 5 ' 6&
G ist azyklisch.G ist zusammenhängend,abernicht starkzusammenhängend,denn2 ist von 1
ausnicht erreichbar. G ist ein Baum.

(c)

4 6 7 8

1 2 5 3

Größe:8, Tiefe: 3, Quellen:{3, 5}, Senken: {1, 8}

G ist zyklisch mit Zyklus * 4 ' 4+ . G ist nicht zusammenhängend.G ist kein Wald, denn6 hat
zwei Vorgänger.

(d)

5 3

2

1 4



Größe:5, Tiefe: 4, Quellen: , , Senken: ,
G ist zyklischmit Zyklus * 3 ' 2 ' 4 ' 3+ . G ist starkzusammenhängend.G ist kein Wald, dennG
ist zyklisch.

Aufgabe5.5: Bäume(9)

(a) V �-% 1 ' 2 ' 3 ' 4 ' 5 ' 6 ' 7 ' 8 ' 9 ' 10' 11' 12' 13' 14 ' 15&
E �-% � 1 ' 2�.' � 1 ' 3�.' � 2 ' 4�/' � 2 ' 5�.' � 2 ' 6�.' � 3 ' 7�/' � 4 ' 8�.' � 6 ' 9�.' � 6 ' 10�.'�

7 ' 11�.' � 7 ' 12�.' � 9 ' 13�.' � 9 ' 14�.' � 12' 15��&

(b)

[] 1
[1] 2
[1,1] 4
[1,1,1] 8
[1,2] 5
[1,3] 6
[1,3,1] 9
[1,3,1,1] 13
[1,3,1,2] 14
[1,3,2] 10
[2] 3
[2,1] 7
[2,1,1] 11
[2,1,2] 12
[2,1,2,1] 15

(c)

* 1 '0* 2 '1* 4 '2* 8+3+/'
* 5+/'
* 6 '2* 9 '4* 13+5'0* 14+6+/'4* 10+3+(+/'

* 3 '2* 7 '2* 11+5'0* 12'0* 15+6+6+3+7+

(d) Größeist 15,Tiefe ist 4.

(e) Wurzel: 1
Blätter: 5, 8, 10,11,13,14,15
InnereKnoten:2, 3, 4, 6, 7, 9, 12

(f) Pfadzu5: * 1 ' 2 ' 5+ ,
Pfadzu8: * 1 ' 2 ' 4 ' 8+ ,
Pfadzu10: * 1 ' 2 ' 6 ' 10+ ,
Pfadzu11: * 1 ' 3 ' 7 ' 11+ ,
Pfadzu13: * 1 ' 2 ' 6 ' 9 ' 13+ ,
Pfadzu14: * 1 ' 2 ' 6 ' 9 ' 14+ ,
Pfadzu15: * 1 ' 3 ' 7 ' 12' 15+



(g) 7 7

11

7

12

7

11 12

7

12

15

7

11 12

15

(h) 2

4

8

5 6

9

13 14

10

(i) 4

8

5 6

9

13 14

10

Aufgabe5.6: GeordneteBäume(2+2+1+2+2)

(a)

4

3 0

4 2

1 6

7

2

4

0

5

(b) Größeist 12,Tiefe ist 3.

(c) 3 Unterbäume.

(d)

[] 2
[1] 4
[1,1] 0
[2] 5

(e) [] 4

Aufgabe5.7: Größenverhältnis in Binärbäumen (4) DurchInduktionübert
�
B � .

Sei t
�
B �8� 0. Dannhat B genaueinenKnoten.Also b

�
B ��� 1 9 2t : B ; .

Sei t
�
B �<� 0. SeienB1 und B2 die zweiUnterbäumevon B. Esgilt

t
�
B1 �=9 t

�
B �(� 1 > t

�
B2 �?9 t

�
B �(� 1



Also

b
�
B ��� b

�
B1� � b

�
B2 �

9 2t : B1; � 2t : B2 ; (nachInduktionsannahme)

9 2t : B ;A@ 1 � 2t : B ;A@ 1 (mit denobigenUngleichungen)

� 2t : B ;

Aufgabe5.8: Größenverhältnissein ternären Bäumen(4+4)

(a) DurchInduktionübert
�
B � .

Sei t
�
B �B� 0. Dannhat B genaueinenKnoten.Also b

�
B �8� 1 � 3t : B ; .

Sei t
�
B �C� 0. SeienB1, B2 und B3 die drei Unterbäumevon B. Da B balanciertist, gilt

t
�
B1��� t

�
B2 �B� t

�
B3��� t

�
B �(� 1. Also

b
�
B �B� b

�
B1� � b

�
B2� � b

�
B3�

� 3t : B1 ; � 3t : B2 ; � 3t : B3 ; (nachInduktionsannahme)

� 3t : B ;A@ 1 � 3t : B ;A@ 1 � 3t : B ;A@ 1

� 3t : B ;

(b) DurchInduktionübert
�
B � .

Sei t
�
B �B� 0. Dannhat B genaueinenKnoten.Also g

�
B �B� 1 � 1

2

�
3t : B ;A) 1 � 1� .

Sei t
�
B �C� 0. SeienB1, B2 und B3 die drei Unterbäumevon B. Da B balanciertist, gilt

t
�
B1��� t

�
B2 �B� t

�
B3��� t

�
B �(� 1. Also

g
�
B ��� 1 � g

�
B1� � g

�
B2��� g

�
B3�

� 1 � 1

2
�
3t : B1 ;A) 1 � 1 � 3t : B2 ;A) 1 � 1 � 3t : B3 ;A) 1 � 1� (nachInduktionsannahme)

� 1 � 1

2
�
3 D 3t : B ; � 3�

� 1

2
�
3t : B ;E) 1 � 1�

Aufgabe5.9: BalancierteBinärbäume (Challenge,ohnePunkte) DurchInduktionübert
�
B � . Sei

b
�
B ��� 2t : B ; .

Sei t
�
B �8� 0. Dannhat B genaueinenKnoten.Also ist B balanciert.

Sei t
�
B �?� 0. SeienB1 und B2 diezweiUnterbäumevon B. Mit derUngleichungausAufgabe??und

b
�
B ��� 2t : B ; folgt:

2t : B ; � b
�
B �B� b

�
B1� � b

�
B2 �=9 2t : B1 ; � 2t : B2 ;

Wir zeigenjetztdurchFallunterscheidung,dasst
�
B1��� t

�
B2� .



(a) Sei t
�
B1�F9 t

�
B2� . Dannt

�
B �G� 1 � t

�
B2� . Also gilt mit derobigenUngleichung:2 D 2t : B2 ; 9

2t : B1 ; � 2t : B2 ; . Also 2t : B2; 9 2t : B1 ; . Also t
�
B2�H9 t

�
B1� . Also t

�
B1�(� t

�
B2� .

(b) Sei t
�
B1 �=I t

�
B2� . Analog.

Mit der UngleichungausAufgabe?? und t
�
B1�J� t

�
B2�K� t

�
B �L� 1 folgt b

�
B1�M9 1

22t : B ; und
b
�
B2 �=9 1

22t : B ; . Dab
�
B1�/� b

�
B2��� b

�
B ��� 2t : B ; , folgt b

�
B1 �B� b

�
B2��� 1

22t : B ; . Also b
�
B1��� 2t : B1 ;

undb
�
B2 �(� 2t : B2; . Also folgt mit derInduktionsannahme,dassB1 und B2 balanciertsind.Also ist B

balanciert,da t
�
B1��� t

�
B2 � .


