Programmierung:
Musterlésung zum 5. Ubungsblatt

Prof. GertSmolkaund ThorstenBrunklaus

Aufgabe5.1: Induktion (4) Durchinduktiontbern.

Sei n = 0. Dann
f(n) =1 (nachDefinitionvon f)
= (n+1)?
Sei n > 0. Dann
fm=fh—-1)+2n+1 (nachDefinitionvon f)
=n’+2n+1 (nachinduktionsannahme)
= (n+ 1)2

Aufgabe5.2: Induktion (4) Durchinduktiontbern.
Sei n = 0. Dann

f(n) =0 (nachDefinitionvon f)

- g(2n2+3n+ 1)

S n > 0. Dann
f(n)= f(n—1) +n? (nachDefinitionvon f)

_ —_1)2 _

_ (n—DHEm 1)6+ Sn-V+1 +n? (nachinduktionsannahme)
_ 2 _

_ (n—=21(2n“—n) L

6
= g((n —1(@n—-1)+6n)

= g(an +3n+1)

Aufgabe5.3: Induktion (4) Durchinduktiontbern. Seiq € R — {1}.
Sein = 0. Dann
f(g,n)=1 (nachDefinitionvon f)
1— qn+1
1-q




Sain > 0. Dann

f(q.m="7@n-1+q" (nachDefinitionvon f)
— 11—_c(|; +q" (nachinduktionsannahme)
1-q"+q"—q™"
1-q
1— qn+l
1-qg

Aufgabe5.4: Graphen (2+2+2+2)
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GroRe:6, Tiefe: 3, Quellen: {6}, Senlken: {4, 5}

G ist azyklisch. G ist zusammenhangendbernicht starkzusammenhangendenn2 ist von 1
ausnichterreichbarG ist kein Wald, denn3 hatzwei Vorganger
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GrofRe:7, Tiefe: 3, Quellen:{4}, Senlen: {1, 5, 6}

G ist azyklisch. G ist zusammenhangendbernicht starkzusammenhangendenn2 ist von 1
ausnichterreichbarG ist ein Baum.
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Grole:8, Tiefe: 3, Quellen:{3, 5}, Senlen: {1, 8}

G ist zyklisch mit Zyklus (4, 4). G ist nicht zusammenhangends ist kein Wald, denn6 hat
zwei Vorganger
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GroRe:5, Tiefe: 4, Quellen:@, Senlen: ¢

G ist zyklischmit Zyklus (3, 2, 4, 3). G ist starkzusammenhé&ngends ist kein Wald, dennG
ist zyklisch.

Aufgabe5.5: Baume(9)

(@ V=1{123456,728,910 11 12 13, 14, 15}
E=1{(12),(13),(24),(25),(2,6),(3,7),(438),(6,9), (6, 10),
(7,11), (7,12), (9, 13), (9, 14), (12, 15)}
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[1] 2
[1,1] 7]
[1,1,1] | 8
[1,2] 5
[1,3] 6
131 | 9
(b) [1,3,1,1]| 13
[1,3,1,2]| 14
[13,2] | 10
2] 3
[2,1] 7
2,1,1] |11
2,1,2] |12
[2,1,2,1]] 15
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(1 (2, (4, (8),
5),
6, (9, (13. (14). (10)) ).

(
(6,
(7, (11), (12 (19)))
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(d) GroReist 15, Tiefeist 4.

(e) Wurzel: 1
Blatter: 5, 8,10,11,13,14,15
InnereKnoten:2, 3,4,6,7,9,12

(f) Pfadzub5: (1, 2,5),
Pfadzu8: (1, 2, 4, 8),
Pfadzu10: (1, 2, 6, 10),
Pfadzu11: (1, 3,7, 11),
Pfadzu13: (1,2, 6,9, 13),
Pfadzu14: (1,2, 6, 9, 14),
Pfadzu15: (1, 3,7,12 15
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Aufgabe5.6: GeordneteBaume (2+2+1+2+2)
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(b) GroReist 12, Tiefeist 3.

(c) 3 Unterbaume.
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1] |4
() 1,1 0

2] |5
e [0]4

Aufgabe5.7: GrolRerverhdltnis in Bindrb&umen (4) DurchlInduktiontbert(B).
Sei t(B) = 0. Dannhat B genaueinenKnoten.Also b(B) = 1 < 2!(®,
Sei t(B) > 0. SeienB; und B; die zwei Unterbaumevon B. Esgilt

t(By) <t(B)—1 A t(By) <t(B)-1



Also

b(B) = b(By1) + b(By)

< 2By 4 (B (nachinduktionsannahme)
< 2UB-1 4 ot(B)-1 (mit denobigenUngleichungen)
— 2B

Aufgabe5.8: GroR3erverhéltnissein ternaren Baumen (4+4)

(a) DurchInduktiontbert (B).
Sei t(B) = 0. Dannhat B genateinenKnoten.Also b(B) = 1 = 3!(®,
S t(B) > 0. SeienB;, B, und B3 die drei Unterbdumevon B. Da B balanciertist, gilt
t(By) = t(By) =t(B3) = t(B) — 1. Also
b(B) = b(By) + b(B2) + b(B3)
= 3B 4 3B 4 3By (nachinduktionsannahme)

— 3t(B)—l + 3I(B)—l + 3t(B)—l
_ 3B

(b) Durchinduktiontbert(B).
Sei t(B) = 0. Dannhat B genateinenKnoten.Also g(B) = 1 = (3'®+1 — 1),

Sei t(B) > 0. SeienB;, B, und Bz die drei Unterbdumevon B. Da B balanciertist, gilt
t(By) =t(By) =t(B3g) =t(B) — 1. Also

g(B) =1+ g(By) + 9(By) + g(Bs)
1
=1+ 5(3‘(31”rl — 14 3@+ _ 14 3B+ _ 1) (nachinduktionsannahme)
1
:1+?&§®—$
1
— = 3I(B)+l -1
5( )

Aufgabe5.9: Balancierte Binarbaume (Challenge,ohne Punkte) Durchinduktiontbert(B). Sei
b(B) = 2!®,

Sei t(B) = 0. Dannhat B genaueinenKnoten. Also ist B balanciert.

i t(B) > 0. SeienB; und B, die zwei Unterbaumevon B. Mit derUngleichungausAufgabe??und
b(B) = 2'® folgt:

2!® — b(B) = b(By) + b(By) < 2!(Bv 4 2!(B2)

Wir zeigenjetztdurchFallunterscheidungjasst (B;) = t(By).



(a) Seit(By) < t(By). Dannt(B) = 1+ t(B,). Also gilt mit derobigenUngleichung:2 - 212 <
21By | 2B 5o 2B < 2UBY Alsot(B,) < t(By). Alsot(By) = t(By).

(b) Seit(By) > t(By). Analog.

Mit der Ungleichungaus Aufgabe?? und t(By) = t(B) = t(B) — 1 folgt b(B;) < 32'® und
b(Bp) < 22!®. Dab(B;)+b(B,) = b(B) = 2!®, folgt b(B;) = b(B,) = 12!®. Alsob(B,) = 2'(Bv
undb(B,) = 2!(B2 Also folgt mit derInduktionsannahmealassB; und B, balanciertsind. Also ist B
balanciertdat (B;) = t(By).



