Kapitel 6

Korrektheit

6.1 Abstrakte Prozeduren

Unter einer abstrakten Prozedur verstehen wir eine Vorschrift, die zu jedem Wert
eines vorgegebenen Argumentbereichs eine Berechnung definiert, die, wenn sie
terminiert, ein eindeutig bestimmtes Ergebnis in einem vorgegebenen Ergebnis-
bereich liefert. Hier ist ein Beispiel fiir eine abstrakte Prozedur:

sum: 7 - N
sum(x) = if x < 1 then 0 else sum(x — 1) + x

Die Prozedur sum besteht aus einer Typzusicherung (erste Zeile) und einer defi-
nierenden Gleichung (zweite Zeile). Die Typzusicherung legt den Argumentbe-
reich (Z) und den Ergebnisbereich (N) der Prozedur fest.

Da die durch eine abstrakte Prozedur beschriebenen Berechnungen gedanklich
ausgefiihrt werden, gibt es anders als bei konkreten Prozeduren weder Speicher-
beschrankungen noch GroRenbeschrankungen fiir Zahlen. AuRerdem gehen wir
davon aus, das abstrakte Prozeduren so formuliert sind, dass die durch sie be-
schriebenen Berechnungen nicht zu undefinierten Operations- und Funktionsan-
wendungen fiithren (z. B. Division durch null). Fiir die durch eine abstrakte Pro-
zedur und ein Argument aus dem Argumentbereich beschriebene Berechnung
gibt es daher nur zwei Moglichkeiten: Entweder bricht die Berechnung nicht ab
(Divergenz), oder sie terminiert mit einem Ergebnis im Ergebnisbereich.

Wenn eine abstrakte Prozedur mit Ausdrucksmitteln formuliert ist, die in einer
Programmiersprache verfiigbar sind, kann sie als konkrete Prozedure realisiert
und mit einem Computer ausgefiihrt werden. Wir konnen dann davon ausgehen,
dass die folgenden Korrektheitsbedingungen gelten:
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1. Wenn die konkrete Prozedur fiir ein Argument regulir terminiert, terminiert
die abstrakte Prozedur fiir dieses Argument und liefert dasselbe Ergebnis wie
die konkrete Prozedur.

2. Wenn die abstrakte Prozedur fiir ein Argument divergiert, divergiert die Aus-
fithrung der konkreten Prozedur fiir dieses Argument oder wird wegen Uber-
lauf oder Speicherplatzerschopfung abgebrochen.

Dabei setzen wir natiirlich voraus, dass Operationen auf reellen Zahlen nicht
durch Gleitkommaoperationen realisiert werden.

Wir werden uns darauf beschrinken, Eigenschaften von abstrakten Prozeduren
zu beweisen. Wegen der gerade formulierten Korrektheitsbedingungen tibertra-
gen sich die Eigenschaften abstrakter Prozeduren weitgehend auf ihre konkreten
Schwestern. Wenn man dariiber hinaus beispielsweise sicherstellen will, dass es
zu keinem Uberlauf kommen kann, sind weitere Beweise fallig.

Wenn wir in diesem Kapitel das Wort Prozedur ohne den Zusatz abstrakt oder
konkret verwenden, wird es sich stets um eine abstrakte Prozedur handeln.

Prozeduren koénnen als mathematische Objekte formalisiert werden, aber dafiir
ist sehr viel mehr Aufwand erforderlich als fiir Funktionen. Funktionen sind also
in dieser Hinsicht sehr viel einfachere Objekte als Prozeduren. Wir werden auf
eine formale Darstellung von Prozeduren verzichten.

Wir sagen, dass eine Prozedur p eine Prozedur X — Y ist, wenn X — Y die
Typzusicherung von p ist.

Sei p eine Prozedur X — Y. Ein Paar (x,y) € X? heilt Rekursionspaar von p,
wenn fir die Bestimmung von p(x) gemal der definierenden Gleichung von p
die rekursive Bestimmung von p(y) erforderlich ist. Die Rekursionsrelation von
p ist die Menge aller Rekursionspaare von p.

Die Rekursionsrelation unserer Prozedur sum ist
{(non-1) | ne N}

Wir werden nur Prozeduren betrachten, bei denen, so wie bei sum, eine nicht
rekursive Beschreibung der Rekursionsrelation direkt aus dem Argumentbereich
und der definierenden Gleichung abgelesen werden kann.

Beachten Sie, dass die Rekursionsrelation einer Prozedur X — Y immer eine
binare Relation auf X ist.

Die Rekursionsrelation einer Prozedur enthélt geniigend Information, um zu ent-
scheiden, ob die Prozedur fiir ein bestimmtes Argumente terminiert. Da die Re-
kursionsrelation einfacher als die Prozedur ist, bietet sie uns einen guten Aus-
gangspunkt fiir die Analyse des Terminierungsverhaltens der Prozedur.
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Sei r eine bindre Relation. Fine unendliche Kette in r ist eine unendliche Folge
X0, X1, X2, ..., fur die gilt: Vne N: (x,,xn+1) € r. Wir sagen, dass r fir x
terminiert, wenn es keine unendliche Kette in r gibt, die mit x beginnt; und wir
sagen, dass r terminiert, wenn es keine unendliche Kette in r gibt.

Beachten Sie, dass die Rekursionsrelation von sum terminiert.

Sei p eine Prozedur X — Y. Wir sagen, dass p auf x € X terminiert, wenn die
Rekursionsrelation von p auf x terminiert. Die Menge aller x € X, fiir die p termi-
niert, bezeichnen wir mit Dom p und nennen sie den Definitionsbereich von p.
Wenn Dom p = X gilt, sagen wir, dass p terminiert.

Sei p eine Prozedur X — Y. Wenn p fiir ein Argument x € X terminiert, be-
zeichnen wir das eindeutig bestimmte Ergebnis, das wir mit der definierenden
Gleichung von p fiir x bestimmen kénnen, mit p(x). Die Funktion

{(x,p(x)) Ix€e Domp} e X - Y
bezeichnen wir als die Ergebnisfunktion der Prozedur p.

Proposition 6.1.1 Sei p eine Prozedur X — Y und x € X. Dann ist die Ergebnis-
funktion von p genau dann auf x definiert, wenn die Rekursionsrelation von p fiir
X terminiert.

Proposition 6.1.2 Sei p eine terminierende Prozedur X — Y. Dann ist die Ergeb-
nisfunktion von p eine Funktion X — Y, die die definierende Gleichung von p
erflillt.

Wir zeigen am Beispiel unserer Prozedur sum, was mit ,eine Funktion erfillt die
definierende Gleichung einer Prozedur” gemeint ist: Eine Funktion f € Z — N
erfillt die definierende Gleichung von sum genau dann, wenn gilt:

VxeZ: f(x) =ifx<1lthenOelsef(x—1)+x

Diese Aussage erhilt man aus sum und f, indem man die Variable x der definie-
renden Gleichung von sum

sum(x) = if x < 1 then 0 else sum(x — 1) + x

gemal dem Argumentbereich von sum quantifiziert und die Auftreten des Na-
mens sum in der definierenden Gleichung von sum durch den Namen f ersetzt.

Hier ist ein zweites Beispiel fiir eine abstrakte Prozedur:
sum':Z — N

sum’ (x) = if x < 1 then 0 else %(x -1
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Da sum’ nicht rekursiv ist, ist die Rekursionsrelation von sum’ die leere Menge.
Wir werden spater zeigen, dass sum(x) = sum’(x) fiir alle x € Z gilt. Das bedeu-
tet, dass sum und sum’ beide dieselbe Funktion beschreiben. Beachten Sie aber,
dass es sich bei sum und sum’ um verschiedene Prozeduren handelt (sum ist
rekursiv, sum’ ist nicht rekursiv).

Beispiel: Fibonacci-Funktion

Die folgende Prozedur liefert fiir n € N die so genannten n-te Fibonacci-Zahl:
fib: N - N
fib(n) = if n < 2 then n else fib(n — 1) + fib(n — 2)

Die Rekursionsrelation von fib ist
{(nn—-i)lneNAn=2aAie{l,2}}

Da diese Relation terminiert, terminiert fib.

Es ist aufschlussreich, die Rekursionsrelation einer Prozedur mit ihren Rekur-
sionsbdaumen in Zusammenhang zu bringen (siehe Abschnitt [[L8). Hier ist der
Rekursionsbaum fiir fib und das Argument 4:

fib 4
. / \ .
fib 3 fib 2
7/ N 7/ N
fib 2 fib 1 fib 1 fib 0
7 N
fib 1 fib 0
Wir stellen fest, dass jeder Kante des Baums ein Rekursionspaar der Prozedur

entspricht.

Eine rekursive Prozedur heilt linear-rekursiv, wenn alle ihre Rekursionsbau-
me linear sind, und binidr-rekursiv, wenn alle ihre Rekursionsbdume binér sind.
Nichtlineare Rekursion wird als Baumrekursion bezeichnet. Die Prozedur fib ist
binar-rekursiv, und die zuvor betrachtete Prozedur sum ist linear-rekursiv.

Beispiel: Linge von Listen

Sei X eine Menge. Die in Kapitel Bl definierte Menge £(X) aller Listen uber X
erfiillt die folgende Gleichung:

L(X) = {0} U (X X LX)

Wenn wir wollen, konnen wir diese Gleichung als eine rekursive Definition der
Menge L£(X) ansehen. Wenn wir uns die Definition von £(X) in Kapitel Bl noch-
mals ansehen, stellen wir fest, dass diese ebenfalls rekursiv ist. Rekursion spielt
also auch bei der Definition von Mengen eine wichtige Rolle.
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Wir betrachten eine Prozedur, die die Lange von Listen liefert:

length: £L(X) - N
length(nil) = 0
length(x::xr) = 1 + length(xr)
Diese Prozedur hat zwei definierende Gleichungen, die eine disjunkte und er-

schopfende Fallunterscheidung fiir die zuldssigen Argumente der Prozedur bil-
den. Die Rekursionsrelation von length ist

{(xuxr,xr) | (xzxr) e LX)} = {((x,xr),xr) | (x,xr) € L(X)}

Diese Relation ist terminierend, da fiir jedes Paar ((x, xr), xr) gilt, dass xr ein ech-
tes Teilobjekt von (x, xr) ist (siehe das Wohlfundierungsaxiom in Abschnitt 2.).

6.2 Beweis durch Nachrechnen

Unter einem Beweis versteht man eine vollstindige und nachvollziehbare mathe-
matische Argumentation, die zweifelsfrei zeigt, dass eine mathematische Aus-
sage giltig ist. Unter einer mathematischen Aussage versteht man dabei eine
prazise formulierte Eigenschaft eines mathematischen Objekts.

Wir werden einige Eigenschaften der Ergebnisfunktion unserer Prozedur sum be-
weisen. Weil es bequem ist, werden wir die Ergebnisfunktion mit demselben Na-
men wie die Prozedur bezeichnen. Da die Prozedur sum terminiert, liefert uns
Proposition die folgenden Eigeschaften der Ergebnisfunktion:

(1) sume Z - N
(2) VxeZ: sum(x) =if x <1 then O else sum(x — 1) + x

Behauptung 1: sum(2) = 3.

Beweis Wir konnen die Behauptung durch einfaches Nachrechnen zeigen:
sum(2) = sum(l) +2 = (sum(0)+1)+2=(0+1)+2 =3

Fir die ersten 3 Gleichungen benotigen wir jeweils die Eigenschaft (2) der Funk-
tion sum. O

In Zukunft werden wir von den durch Proposition B 1.2 garantierten Eigenschaf-
ten einer Ergebnisfunktion f frei Gebrauch machen und das durch die Anmer-
kung ,gemal Definition von f“ dokumentieren.
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Die nichste Behauptung ist mithilfe eines Allquantors und einer Implikation for-
muliert.

Behauptung 2: Vxc7: x <1 = sum(x) = 0.

Beweis Sei x € Z und x < 1. Dann folgt sum(x) = 0 gemil der Definition von
sum. O

Wir merken uns, dass die Gililtigkeit einer allquatifizierten Aussage Vx € X: A
nach dem folgenden Schema bewiesen werden kann:

Sei x € X.
Beweis, dass A fiir dieses allgemein gewdihlte x gilt.

Die linke Teilaussage einer implikativen Aussage A = B nennt man Pramisse
und die rechte Konklusion. Hier ist das im obigen Beweis verwendete Beweis-
schema fiir implikative Aussagen A = B:

Sei A gultig.
Beweis, dass B gilt;
dabei kann verwendet werden, dass A gilt.

Ein anderes Beweisschema fiir implikative Aussagen A = B sieht wie folgt aus:
Beweis, dass — A gilt.

Dieses Schema ignoriert die Konklusion und zeigt lediglich, dass die Pramisse
nicht gilt. Wenn Thnen die Giiltigkeit dieses Beweisschemas nicht einleuchtet,
mussen Sie ihre logische Intuition umprogrammieren. Eine logische Grundan-
nahme besagt ndmlich, dass eine implikative Aussage A = B genau dann giltig
ist, wenn mindestens eine der Aussagen —A und B gilt. Diese Grundannahme
bedeutet, dass fir alle Aussagen A und B die folgende Aquivalenz gilt:

(A= B) < (~AVB)

Die folgende Proposition liefert die Grundlage fiir eine wichtige Beweistechnik.

Proposition 6.2.1 Sei p eine terminierende Prozedur X — Y und f eine Funktion
X - Y, die die definierenden Gleichungen von p erfiillt. Dann ist f die Ergebnis-
funktion von p.

Die Anwendung dieser Proposition demonstrieren wir mit dem Beweis der fol-
genden Behauptung.
Behauptung 3: Vx € Z: sum(x) = if x < 1 then O else %(x +1).

Diese Behauptung ist interessant, da sie sagt, dass wir die Ergebnisfunktion der
Prozedur sum auch ohne Rekursion berechnen kénnen.
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Beweis Zunichst definieren wir eine Funktion:

feZ-N

f(x) =if x < 1 then O else %(x +1)
Die Behauptung gilt, wenn wir zeigen koénnen, das f die Ergebnisfunktion der
Prozedur sum ist. GemaR Proposition [6.2.1] genligt es dafiir zu zeigen, dass f

die definierende Gleichung der Prozedur sum erfillt. Das ist der Fall, wenn die
Gleichung

f(x) =ifx<1thenOelsef(x—-1)+x

fur alle x € 7Z gilt. Sei x € Z. Wir unterscheiden zwei Fille.

Sei x < 1. Dann lasst sich die Gleichung mithilfe der Definition von f nachrech-
nen.

Sei x > 1. Dann gilt:

f(x) = %(x+l) gemdal Definition von f
= Xgl(x—l+1)+x
= f(x-1) +x gemal Definition von f
= ifx<1lthenOelsef(x—-1)+x dax=1 0

6.3 Ordnungsrelationen

Das klassische Beispiel fiir eine Ordnungsrelation ist die Ordnungsbeziehung fiir
reelle Zahlen. Fiir je zwei Zahlen x und y gilt entweder x < y (x kleiner y), x = y
oder x > y (x groRer y).

Wir beschéaftigen uns hier mit Ordnungsrelationen, da ein enger Zusammenhang
zu terminierenden Relationen besteht, die wir als Hilfsmittel fiir Terminierungs-
beweise fiir Prozeduren benotigen. Beispielsweise ist { (im, n) € N2 | m > n} eine
terminierende Relation.

Die Inklusionsbeziehung fiir Mengen kann als eine Ordnungsbeziehung fiir Men-
gen aufgefasst werden. Beispielsweise gilt {1} < {1, 2}. Fiir Inklusionsaussagen
iiber Mengen benutzen wir die Symbole &, <, 2, 2. Nicht alle Mengen stehen in
einer Inklusionsbeziehung: Beispielsweise gilt weder {1} = {2} noch {2} < {1}.

Zunachst fithren wir einige Schreibweisen fiir binéire Relationen ein, die sich be-
sonders fir Ordnungsrelationen eignen.
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Fir jede bindre Relation r vereinbaren wir die so genannte Infixschreibweise:

def
xXxry = (x,y)er

Die Infixschreibweise ist besonders dann bequem, wenn eine Relation durch ein
Infixsymbol wie <, < oder ~ bezeichnet wird.

Sei X eine bindre Relation. Wir vereinbaren die folgenden Schreib- und Sprech-
weisen:

x<y x kleiner-gleich y
X>y <d=ef> y <X x groRer-gleich y
X<y <d=ef> XX VYAXEY x kleiner y x Vorganger von y
X>y <d=ef> y <X x groRer y x Nachfolger von y

Wenn wir eine bindre Relation <X vorgeben, bekommen wir gemaR der obigen
Schreibweisen drei assoziierte Relationen >, < und >, die wir wie folgt charak-
terisieren konnen:

> =<1
<={xy)Ix2yAx=+y}
> =<1

Eine binare Relation < heil’t
e reflexiv, wenn Dom (X) = Ran (X) und Vx € Dom (X): x < X.

e transitiv, wenn fir alle x,y,z € Dom (X) gilt: Wenn x < y und y < z, dann
x Xz

o antisymmetrisch, wenn fiir alle x,y € Dom (X) gilt: Wenn x < y und y < x,
dann x = y.

e partielle Ordnung, wenn sie reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.
e linear, wenn fiir alle x,y € Dom (X) gil: x <y v y < x.
o wohlfundiert, wenn > terminiert.

Der Begriff partielle Ordnung formuliert die iiblichen Mindestanforderungen an
eine Ordnungsrelation. Eine partielle Ordnung < heillt

o partielle Ordnung fiir eine Menge X, wenn Dom (<) = X ist.

e lineare Ordnung, wenn sie linear ist.

© G. Smolka, 4.12.2002
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o wohlfundierte Ordnung, wenn sie wohlfundiert ist.
e Wohlordnung, wenn sie linear und wohlfundiert ist.
Sei X € R. Dann ist

NO(X) & {(x,y) e X? | x <y}

eine lineare Ordnung fiir X. Wir bezeichnen NO(X) als die natiirliche Ordnung
far X.

Eine Menge X < R heilt nach unten beschriankt, wenn es ein y € R gibt mit
Vx € X: y < x. Wenn X eine nach unten beschrinkte Teilmenge von 7 ist, dann
ist NO(X) eine Wohlordnung.

Sei X eine Menge. Dann ist

SO(X) def {(x,y) € X% | x Teilobjekt von y }

eine wohlfundierte Ordnung fiir X. Die Wohlfundierung ist durch das Wohlfun-
dierungsaxiom gewahrleistet (siehe Abschnitt ZT). Wir bezeichnen SO(X) als die
strukturelle Ordnung fiir X.

Sei X eine Menge. Dann ist

0x) % (v, z)|yczund Z c X}

eine partielle Ordnung fiir 2 (X). Wir bezeichnen IO(X) als die Inklusionsord-
nung fiir P(X). Wenn X endlich ist, dann ist IO(X) wohlfundiert. Wenn X min-
destens zwei Elemente enthdlt, dann ist IO(X) keine lineare Ordnung.

Sei X eine Menge. Dann ist

dx) € rxx) [ xex)

eine wohlfundierte Ordnung fiir X. Wir bezeichnen Id(X) als die Identitat fiir X.

6.4 Terminierungsbeweise

Wir haben die Rekursionsrelation einer Prozedur so definiert, dass die Prozedur
genau dann terminiert, wenn ihre Rekursionsrelation terminiert. Um die Termi-
nierung von Prozeduren zu zeigen, benotigen wir also Techniken, mit denen wir
die Terminierung von bindren Relationen zeigen konnen. Zunichst ist es hilf-
reich, einige bereits als terminierend bekannte Relationen zu kennen.
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Nach unseren Definitionen ist eine bindre Relation < genau dann wohlfundiert,
wenn ihre assoziierte Relation > terminiert. Damit wir von diesem Zusammen-
hang bequem Gebrauch machen kénnen, vereinbaren wir fiir bindre Relationen r
die folgende Notation:

>~ d=ef

r {x, ) Iy, x) erAnx=y}

Proposition 6.4.1 Sei X eine nach unten beschrcinkte Teilmenge der ganzen Zah-
len. Dann ist NO(X)”™ eine terminierende Relation.

Proposition 6.4.2 Sei X eine Menge. Dann ist SO(X)~ eine terminierende Relati-
on.

Proposition 6.4.3 Jede Teilmenge einer terminierenden Relation ist eine terminie-
rende Relation.

Das durch die letzte Proposition formulierte Kriterium ldsst sich allgemeiner
fassen. Wir sagen, dass eine Funktion f eine bindre Relation r in eine binére
Relation r’ einbettet, wenn gilt:

1. Domr URanr < Domf.
2. Vix,y) er: (fx,fy) er’.
Wir sagen, dass eine bindre Relation r in eine bindre Relation r’ einbettbar ist,

wenn es eine Funktion gibt, die r in ¥’ einbettet.

Proposition 6.4.4 Jede Relation, die in eine terminierende Relation einbettbar ist,
terminiert.

Beweis Angenommen, f bettet ¥ in r’ ein und r’ terminiert. Wir zeigen durch
Widerspruch, dass r terminiert. Angenommen r terminiert nicht. Dann gibt es
eine unendliche Kette Xxg, x1, X2, ... inr. Alsoist f(xg), f(x1), f(x2), ... eine
unendliche Kette in r’. Widerspruch, da v’ terminiert. O

Eine Prozedur p heilst

o natiirlich-rekursiv, wenn es eine nach unten beschrankte Teilmenge X der
ganzen Zahlen gibt, so dass die Rekursionsrelation von p in NO(X)~ eingebet-
tet werden kann.

o strukturell-rekursiv, wenn es eine Menge X gibt, sodass die Rekursionsrelati-
on von p in SO(X)”~ eingebettet werden kann.

Die in Abschnitt [6.I] betrachteten Prozeduren sum und fib sind natiirlich-
rekursiv, da ihre Rekursionsrelationen mit der Identitatsfunktion in NO(N)”
eingebettet werden. Die im selben Abschnitt betrachtete Prozedur length ist
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strukturell-rekursiv, da ihre Rekursionsrelation mit der Identitatsfunktion in
SO(L(X))” eingebettet wird.

Proposition 6.4.5 Jede nattirlich- oder strukturell-rekursive Prozedur terminiert.

Beweis Folgt aus den Propositionen .41l 6.4.71 und 6.4 O

Beispiel: GroRe von Biaumen

Sei X eine Menge. Die Menge 7 (X) der Bdume tiber X konnen wir wie folgt re-
kursiv definieren (vergleiche Abschnitt [5.8):

T7X) © xxr£(TX)

Wir betrachten eine rekursive Prozedur, die die GroRe eines Baums liefert:

size: T (X) = N
size(x, [t1,...,th]) = 1 + size(ty) + - - - + size(t;)

Hier ist ein Rekursionsbaum:

size(1, [(3,[1), (4,[(5,[D, (7,[DD, (6,[DD

— | T~

size(3,[1) size(4,[(5,[D,(7,[D]) size(6,[])

/N

size(5,[]) size(7,[1)
Die Rekursionsrelation der Prozedur size ist
{((xl[tll"'itn])l ti)|(Xi[tly'-'ltn])ET(X)/\n21/\ie{ll"'ln}}

Da es sich um eine Teilmenge von SO(7 (X))~ handelt, ist size strukturell-
rekursiv und damit terminierend.

Beispiel: Potenzen
Die Prozedur

power: R XN - R
power(x,n) = if n = 0 then 1 else power(x,n —1) - x

liefert fir x und n die Potenz x". IThre Rekursionsrelation

{((x,n), x,n—1)) | x€eRAnEN"}
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wird von A (x,n) € R x N. n in NO(N)~ eingebettet. Also ist power natiirlich-
rekursiv und terminiert.

Beispiel: Natiirliche Quadratwurzel
Wir werden spéter zeigen, dass die Prozedur

sqrt: N X N - N

sqrt(n,x) = if n? > x then n — 1 else power(n + 1,x)
fur alle x € N die Gleichung
sqrt(0,x) = max{k € N | k* < x}

erfiillt. Vorerst begniigen wir uns damit, zu zeigen, dass sgrt natiirlich rekursiv
ist. Dazu betrachten wir die Rekursionsrelation von sqrt:

{((n,x), (m+1,x)) I neNAxeNAn?<x}

Diese wird von A (n,x) € N2. x —n+ 1 in NO(N)> eingebettet. Also ist sqrt
nattirlich-rekursiv und terminiert.

6.5 Induktion

Wenn X eine Menge ist, sagen wir, dass ein x € X ein minimales Element von X
fur <ist, wenn gilt: Vy e X: y<x=y=x.

Proposition 6.5.1 Eine Relation <X ist genau dann wohlfundiert, wenn jede nicht-
leere Menge ein minimales Element fiir X enthdilt.

Satz 6.5.2 (Wohlfundierte Induktion) Sei < eine wohlfundierte Relation, X eine
Menge und A < X. Dann A = X, wenn gilt:

VxeX: (VyeX: y<x=ye€eA) = xeA

Beweis Gelte Vx € X: (VyeX: y<x =y € A) = x € A. Es geniigt zu
zeigen, dass X — A = . Wir beweisen das durch Widerspruch. Sei also X —A = &.
Dann hat X — A wegen der obigen Proposition ein minimales Element x( fiir <.
Das bedeutet, dass Vy € X: y < xg = y € A gilt. Also folgt mit der den Beweis
einleitenden Annahme xy € A. Das ist ein Widerspruch zu xo € X — A. O

Fir den Beweis von Eigenschaften von rekursiv definierten Funktionen benotigt
man in vielen Fillen eine Beweistechnik, die als Induktion bezeichnet wird. Es
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gibt verschiedene Varianten von Induktion. Wir erkldren hier die allgemeinste,
die als wohlfundierte Induktion bezeichnet wird.

Wir beginnen mit einer Auflistung des Inventars eines Induktionsbeweises:

Grundmenge: X
Aussagemenge: A c X
Zielbehauptung: Vxe X:xc A
Induktionsrelation: < wohlfundiert
Induktionsbehauptung: Vxe X: (VyeX: y<x=ye€eA) = xc€A
Induktionsannahme fiirx € X: VyeX: y<x=yecA
Die Ausgangssituation fiir einen Induktionsbeweis ist durch eine Grundmenge X

und eine Aussagemenge A < X gegeben. Bewiesen werden soll die Zielbehaup-
tung Vxe X:x € A.

Ein Induktionsbeweis fiir die Zielbehauptung fiithrt zunichst eine wohlfundier-
te Relation < ein, die als Induktionsrelation bezeichnet wird. Damit steht die
Induktionsbehauptung

VxeX: (VyeX: y<x=ye€eA) = xeA

die jetzt bewiesen werden muss. Wenn dies gelingt, ist der Induktionsbeweis fer-
tig. Aus Satz folgt namlich, dass die Giiltigkeit der Zielbehauptung aus der
Gultigkeit der Induktionsbehauptung folgt, unabhdngig davon, welche Indukti-
onsrelation gewahlt wurde.

Damit der Beweis der Induktionsbehauptung gelingt, muss die ,richtige* Indukti-
onsrelation gewahlt werden. Wenn die Grundmenge eine nach unten beschrankte
Menge von ganzen Zahlen ist, ist die natiirliche Ordnung die naheliegende Wahl.
Man spricht dann von natiirlicher Induktion. Wenn die Elementen der Grund-
menge dagegen zusammengesetzte Objekte sind (z. B. Listen oder Baume), bietet
sich die strukturelle Ordnung an. Man spricht dann von struktureller Induktion.

Die Induktionsbehauptung ist eine allquantifizierte Implikation der Form
Vx € X: (Induktionsannahme firx) = xc€ A

Sie kann also nach dem folgenden Schema bewiesen werden:

Sei x € X und gelte die Induktionsannahme fiir x.
Beweis fiir x € A;
dabei kann die Induktionsannahme fiir x verwendet werden.
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Wie bei der Zielbehauptung muss also fiir jedes x € X die Giiltigkeit von x € A
bewiesen werden. Anders als bei Zielbehauptung ist es aber erlaubt, die Giiltig-
keit der Induktionsannahme fiir x zu verwenden:

VyeX: y<x=yeA
Diese besagt, dass alle Vorganger von x Elemente von A sind. Fiir viele Probleme
kann x € A nur unter Verwendung der Induktionsannahme bewiesen werden.

Insgesamt werden wir einen Induktionsbeweis fiir Vx € X: x € A gemalR dem
folgenden Schema aufschreiben:

Induktion tiber x € X mit <.

Beweis fiir x € A;

dabei kann die Induktionsannahme Vy e X: y<x =y €A
verwendet werden.

Beispiel: Summenfunktion
Als Beispiel beweisen wir eine Eigenschaft der Summenfunktion:

sume 7 - N
sum(x) = if x < 1 then 0 else sum(x — 1) + x

Proposition 6.5.3 Vn € N: sum(n) = 5(n+ 1).

Wir beweisen diese Eigenschaft mithilfe von natiirlicher Induktion. Dabei ist die
Grundmenge N und die Aussagemenge {n € N | sum(n) = %(n + 1) }. Als Induk-
tionsrelation verwenden wir, wie bereits gesagt, die natiirlichen Ordnung fiir N.
Kompakt kénnen wir den Beweis wie folgt aufschreiben.

Beweis Durch natiirliche Induktion tiber n € N. Wir unterscheiden zwei Félle.

Sei n = 0. Dann folgt sum(n) = 0 = g(n + 1) durch Nachrechnen mithilfe der
Definition von sum.

Sei n > 0. Dann gilt:

sum(n) = sumn-—-1) +n Definition von sum
-1
_n > m-1+1)+n Induktionsannahme fiir n — 1
n
= E(n + 1) 0O

Die Fallunterscheidung des Beweises folgt der Fallunterscheidung der Definition
von sum. Nur fiir den Fall n > 0 ist fiir die Bestimmung des Funktionswerts eine

© G. Smolka, 4.12.2002
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Rekursion erforderlich. Diese Rekursion wird im Beweis mithilfe der Induktions-
annahme behandelt.

Die gerade beobachtete enge Entsprechung zwischen der rekursiven Funktions-
definition und dem Induktionsbeweis einer Funktionseigenschaft ist kein Zufall.
Allgemein gilt, dass die Terminierungsrelation einer rekursiven Funktionsdefi-
nition als Induktionsordnung fiir die Beweise von Funktionseigenschaften ver-
wendet werden kann, und dass sich die Fallunterscheidungen der Definition im
Beweis der Induktionsbehauptung wiederfinden.

6.6 Strukturelle Induktion fiir Listen

Sei X eine Menge. Wir betrachten die Menge der Listen iber X:
L(X) ={(} U (XX L(X))

Funktionen, die die Konkatenation, Ldnge und Reversion von Listen tiber X lie-
fern, definieren wir wie folgt:

@e LX) X LX) - L(X) Konkatenation
nil@ys = ys
(x:xr)@ys = x:: (xr@ys)

-l € £L(X) - N Lange
|nill =0
[xuxr| =1+ |xr]

reve L(X) - L(X) Reversion

rev(nil) = nil
rev(x:xr) = rev(xr)@[x]

Proposition 6.6.1 (Assoziativitat der Konkatenation) Sei X eine Menge und sei-
en xs,ys, zs € L(X). Dann gilt: (xs@ys)@zs = Xs@(ys@zs).

Beweis Seien ys, zs € £(X). Wir beweisen
Vxse L(X): (xs@ys)@zs = XxS@(ys@zs)

durch strukturelle Induktion iber xs € £(X). Wir unterscheiden zwei Félle.
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Sei xs = nil. Dann

(Xs@ys)@zs = ys@zs Definition von @
= XS@(ys@zs) Definition von @

Sei xs = x::xr. Dann

(xs@ys)@zs = (x: (xr@ys))@zs Definition von @
= x:((xr@ys)@zs) Definition von @
=x:(xr@(ys@zs)) Induktionsannahme fiir xr
= XS@(ys@zs) Definition von @

Proposition 6.6.2 Sei X eine Menge und seien xs, ys, zs € L(X). Dann gilt:
1. xs@nil = xs
2. |xs@ys| = |xs| + |ys|
3. rev(xs)| = |xs]
4. rev(xs@ys) = rev(ys)@rev(xs)
5. rev(rev(xs)) = xs

Beweis Ubungsaufgabe. Fiir den Beweis von (3) benétigt man (2). Fiir den Be-
weis von (4) benotigt man (1) und Proposition Fur den Beweis von (5) be-
notigt man (4). O

Die Definitionen der Funktionen @, |_| und rev entsprechen den Prozedurde-
klarationen fiir append, Tength und rev in Abschnitt Allerdings handelt es
sich um polymorphe Prozeduren. Wenn wir uns aber auf eine Typ t fiir die Ty-
pvariable festlegen, und X als die Menge aller Werte von t wahlen, bekommen
wir monomorphe Prozeduren, denen genau die obigen Funktionen zugeordnet
sind. Also gelten die in Proposition [Z5.1] formulierten Eigenschaften auch fiir
die Prozeduren.

6.7 GroRenverhiltnisse in Baumen

Sei X eine Menge. Wir betrachten wieder die Menge der Baume tiber X:

T(X) = XX L(T (X))

© G. Smolka, 4.12.2002
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Funktionen, die die GroRe, Tiefe und Breite von Baumen liefern, definieren wir
wie folgt:

seT(X)—-N GroRe
s(x,[t1,...,th]) =1 +5s(t1) + - - - +s(tn)

deT(X)—- N Tiefe
dix,[t1,...,th]) =1 +max{-1, d(t1), ..., d(ty)}

be T(X) - N* Breite
b(x,[t1,...,th]) =if n=0then 1else b(t;) + - - - + b(ty)

Die inneren Knoten eines Baums sind die Knoten, die keine Blatter sind. Ein
Baum ist genau dann zusammengesetzt, wenn er mindestens einen inneren Kno-
ten hat.

Proposition 6.7.1 Seit € T (X) ein Baum, bei dem jeder innere Knoten mindes-
tens zwei Nachfolger hat. Dann gilt 2b(t) > s(t). Mit anderen Worten, t hat mehr
Bldtter als innere Knoten.

Wir beweisen die Behauptung durch strukturelle Induktion. Als Grundmenge ver-
wenden wir
{t € T(X) | jeder innere Knoten von t hat mindestens 2 Nachfolger }

Beweis Durch strukturelle Induktion tiber t € 7 (X), wobei jeder innere Kno-
ten von t mindestens 2 Nachfolger hat. Wir unterscheiden zwei Fille.

Sei t = (x,[]). Dann folgt 2b(t) = 2 > 1 = s(t) durch Nachrechnen mit den
Definitionen von b und s.

Seit = (x,[t1,...,tr]) mit n = 2. Dann gilt:

2b(t) =2(b(t1) + - - - + b(ty)) Definition von b
=2b(t1) + - - - + 2b(tp)
>(s(ty))+1)+---+(s(th) + 1) Induktionsannahme fur ti,...,t
>s(t)) +---+s(ty) +1 n=2
= s(t) Definition von s

Bei der Anwendung der Induktionsannahme auf die Unterbdaume t; haben wir von
der Aquivalenz

2b(t;) > s(tj)) < 2b(t) =s(t) +1

Gebrauch gemacht. |
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Proposition 6.7.2 Fiir jeden balancierten Bindrbaum t € T (X) gilt: b(t) = 240,

Beweis Durch strukturelle Induktion tiber t € 7T (X), wobei t ein balancierter
Binarbaum ist. Wir unterscheiden zwei Falle.

Seit = (x,[]). Dann folgt b(t) = 1 = 24 durch Nachrechnen mit den Definitio-
nen von b und d.

Sei t = (x,[f1,t2]). Dann gilt:

b(t) = b(ty) + b(t2) Definition von b
= 2d(M) 4 pd(t2) Induktionsannahme fiir t; und t,
=2 .2dM) t balanciert, also d(t;) = d(t2)
_ ol+d(n)
= pl+max{d(t).d(t2)} t balanciert, also d(t;) = d(t>)
= 24 Definition von d 0

Proposition 6.7.3 Fiir jeden balancierten Bindrbaum t € T (X) gilt: s(t) =
2d(t)+1 _ 1.

Beweis Durch strukturelle Induktion tiber t € 7T (X), wobei t ein balancierter
Binarbaum ist. Wir unterscheiden zwei Falle.

Sei t = (x,[]). Dann folgt s(t) = 1 = 24M+1 _ 1 durch Nachrechnen mit den
Definitionen von b und d.

Sei t = (x,[f1,t2]). Dann gilt:

s(t) =1+s(ty) +s(t2) Definition von s
=1 424+l _q 4 pd(@)+1 _q Induktionsannahme fiir t; und t,
=2 .24+l _q t balanciert, also d(t;) = d(t»)
— 21+d(l’1)+1 -1
= pl+max{d(t)d(e)}+1 _q t balanciert, also d(t;) = d(t»)
=24O+1 _ 1 Definition vond
Glossar

Abstrakte Prozeduren (Typzusicherung, Argumentbereich, Ergebnisbereich, de-
finierende Gleichung; Rekursionspaare, Rekursionsrelation, Rekursionsbaume,
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Terminierung, Definitionsbereich; Ergebnisfunktion; natiirliche und strukturelle
Rekursion).

Ordnungsrelationen (Infixschreibweise, assoziierte Relationen (>, <, >); reflexiv,
transitiv, antisymmetrisch, linear, wohlfundiert; partielle Ordnung (fiir X); linea-
re Ordnung, wohlfundierte Ordnung, Wohlordnung; natiirliche Ordnung NO(X),
strukturelle Ordnung SO(X)).

Terminierende Relationen (unendliche Kette, Terminierung fiir x, Einbettung;
NO(X)™, SO(X)™).

Induktion (wohlfundierte, natiirliche, strukturelle; Grundmenge, Aussagemenge,
Zielbehauptung, Induktionsrelation, Induktionsbehauptung, Induktionsannahme
fur x).
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