Kapitel 5

Graphen und Baume

Graphen sind ein grundlegendes Konzept, das in der Programmierung an vielen
Stellen auftaucht. Da Graphen anschaulich grafisch dargestellt werden kénnen,
ist das Konzept des Graphen leicht zu verstehen. Andererseits kdnnen Graphen
einfach durch mathematische Objekte dargestellt werden. Graphen bieten uns
daher die willkommene Gelegenheit, das Wechselspiel zwischen intuitivem Kon-
zept und formaler Definition zu studieren. Dieses Wechselspiel interessiert uns,
da beim Programmieren routinemafig intuitive Konzepte in formale Definitionen
umgesetzt werden missen.

Bé&ume sind spezielle Graphen. Fiir Bdume werden wir drei verschiedene Forma-
lisierungen angeben. Jede dieser Formalisierungen er6ffnet eine neue Sichtweise
auf das Konzept des Baumes.

Wir werden verschiedene Eigenschaften von Baumen prézise formulieren und be-
weisen. Dafir bendtigen wir induktive Beweistechniken, mit deren Einfiihrung
wir dieses Kapitel beginnen.

5.1 Induktionsbeweise

Induktion ist eine Beweistechnik, mit der man allquantifizierte Aussagen der Form
Vx € X: A(X)

beweisen kann. Dabei soll A(x) eine Aussage fur x € X sein. Hier ist ein Beispiel
flir eine Aussage, die man mit Induktion beweisen kann:

vneN:2">n?-1
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Es gibt verschiedene Induktionsregeln. Wir beginnen mit einer einfachen Regel
flr Aussagen A(n) Ubern € N:

A(0) YneN, n>0: A(n—-1) = A(n)

(5.1)
vn € N: A(n)

Mit dieser Regel konnen Aussagen der Form

vn € N: A(n)
dadurch bewiesen werden, dass man die folgenden zwei Aussagen beweist:

A(0) Induktionsanfang

vneN, n>0: An—-1) = A() Induktionsschritt
Ein Beweis fiir den Induktionsschritt kann die Aussage

nNeNAN>0A AnN-1) Induktionsannahme
als gultig annehmen und darauf aufbauend die Aussage

A(n) Induktionsbehauptung

zeigen (fur das n aus der Induktionsannahme).

Wir erproben die Induktionsregel an der folgenden Proposition.
Proposition 5.1.1 Sei f € N — N rekursiv definiert durch
f(n) = ifn=0thenOelsen+ f(n—-1)
Dann gilt fir allen € N:
n
f(n) = §<n +1)

Beweis Durch Induktion ber n.

Sein = 0. Dann

f(n) =0
=0 (nach Definition von f)

= g(n+1)
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Sein > 0. Dann

fny=n+f(n-1 (nach Definition von f)
-1
=n+ n 5 (n—1+1) (nach Induktionsannahme)
_n®+n
2
=2 +1)
) O

Die Anwendung der Induktionsregel im Beweis folgt der Kiirze und Ubersicht-
lichkeit halber einem Schema. Die Einleitung

Durch Induktion tber n

sagt, dass die die Behauptung V¥n € N: A(n) der Proposition mit Hilfe einer
Induktionsregel bewiesen wird. Die Aussage A(n) ist f(n) = %(n + 1). Die
Phrase

Sein=0
leitet den Beweis des Induktionsanfangs A(0) ein. Die Phrase
Sein>0

leitet den Beweis der Induktionsbehauptung A(n) ein und sagt implizit, dass daftr
die Induktionsannahme

neNAN>0A AnN-1)

als gultig vorausgesetzt wird.

Die gerade bewiesene Proposition ist fur die Programmierung interessant. Sie sagt
namlich, dass die beiden Prozeduren

fun gn =1if n=0 then 0 else g(n-1) + n
fun h n = (n*(n+l)) div 2
fiir Argumente n € N die gleichen Ergebnisse liefern

Warum ist die Induktionsregel [5.1] korrekt? Korrektheit bedeutet, dass aus der
Gultigkeit der Pramissen die Gultigkeit der Konklusion der Regel folgt.

1 Wir idealisieren hier etwas. Wegen der GroRenbeschrankungen fir ganze Zahlen wird die Pro-
zedur g flr einige Argumente noch Ergebnisse liefern, fir die die Prozedur h bereits die Aus-
nahme Over f | owwirft.
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Proposition 5.1.2 Sei A(n) eine Aussage fliir n € N und seien die beiden Aussa-
gen

A0)
vneN, n>0: Aln—1) = A(n)
gultig. Dann gilt vn € N: A(n).

Beweis  Durch Widerspruch. Annahme: Es gibt mindestens ein n € N, sodass
A(n) nicht gilt. Dann gibt es ein kleinstes ny € N, sodass A(ng) nicht gilt. Da
A(0) qgilt, folgt ng # 0. Da ng kleinstmdglich gewahlt ist, wissen wir, dass A(no—
1) gilt. Mit der Annahme

YvneN, n>0: An—-1) = A()

folgt, dass A(ng) gilt. Das ist ein Widerspruch. OJ
Hier ist ein zweites Beispiel fir einen Induktionsbeweis.

Proposition 5.1.3 Sei X eine endliche Menge mit n Elementen. Dann ist £ (X)
endlich und hat 2" Elemente.

Beweis Durch Induktion iber n.

Sein = 0. Dannist X = @. Also ist (X) = {#}. Folglich ist & (X) endlich und
hat 2° = 1 Elemente.

Sein > 0. Wir wéhlen ein x € X. Die Menge X — {x} hatn — 1 Elemente. Also
ist (X — {x}) nach Induktionsannahme endlich und hat 2"~* Elemente. Mit der
disjunkten Zerlegung

PX) = PX={xhUY U{Xx}|Y e P(X —{x}}

folgt, dass 2 (X) endlich ist und 2" = 2"~ 4 2"~1 Elemente hat. O

Wir haben bereits darauf hingewiesen, dass die Induktionsregel [5.1] nur eine von
vielen ist. Hier sind zwei allgemeinere Induktionsregeln, die wir spéter benétigen
werden.

Proposition 5.1.4 Sei M C Z eine Menge von ganzen Zahlen mit dem kleinsten
Element mg € M. Sei A(n) eine Aussage fir n € M. Dann gilt die Regel:

A(mop) vYne M,n>mg: (Vke M,k <n: AK)) = A(n)
vYne M: A(n)

(5.2)
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Abbildung 5.1: Ein gerichteter Graph

Fur diese Regel vereinbaren wir die folgenden Sprechweisen:

A(mp) Induktionsanfang
Yne M,n>mg: (Vk e M,k <n: AKk)) = A(n) Induktionsschritt
neM An>mg A Vke M,k <n: AK) Induktionsannahme
A(n) Induktionsbehauptung

Proposition 5.1.5 Sei f ¢ X — M und M C Z. Sei mg € M das kleinste
Element von M und sei A(x) eine Aussage fir x € X. Dann gilt die Regel: Induktionsregel

VX € X, F(X) = mo: A(X) fur X
Vx e X, f(X) >mg: (Yy € X, f(y) < f(X): A(y)) = AX) (53)
Vx € X: A(X) '
Fur diese Regel vereinbaren wir die folgenden Sprechweisen:
vx € X, f(X) =mg: A(X) Induktionsanfang
Vx e X, f(X) >mg: (Yy e X, f(y) < f(X): A(y)) = A(x) Induktionsschritt
XxeX A f(X)>mogA Vye X, f(y) < f(xX): Aly) Induktionsannahme
A(X) Induktionsbehauptung

5.2 Graphen

Abbildung [5.1] zeigt die grafische Darstellung eines gerichteten Graphen. Dieser
Graph besteht aus 6 Knoten und 7 gerichteten Kanten. Die Kanten sind als Pfeile
eingezeichnet, die jeweils zwei Knoten verbinden.

Die Formalisierung von gerichteten Graphen ist einfach 2

Definition 5.2.1 Ein gerichteter Graph ist ein Paar (V, E), sodass V und E end-
liche Mengen mit E C V x V sind. Die Elemente von V heiRen Knoten (englisch
,.vertices*) und die Elemente von E heilen Kanten (englisch ,,edges*). Wir sa-
gen, dass eine Kante (v1, v2) € E vom Knoten v; zum Knoten v, geht.

2 Unter der Formalisierung eines intuitiven Konzepts versteht man seine Darstellung mithilfe von
mathematischen Objekten.
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Abbildung 5.2: Eine andere Darstellung des Graphen aus Abbildung [5.1]

Abbildung[5.1]stellt also einen gerichteten Graphen G = (V, E) wie folgt dar:

V=1{1, 2, 3, 4,5, 6}
E={12, 1,5, 2,3), 2,5, 3,4, 4,2), 6,4}

Dieser Graph lasst sich auch wie in Abbildung [5.2] darstellen. Obwohl sich die
beiden grafischen Darstellungen unterscheiden, stellen sie doch denselben Gra-
phen dar.

Das Konzept des Graphen hat sich aus den anschaulichen grafischen Darstellun-
gen entwickelt. Unsere Definition formalisiert Graphen als mathematische Ob-
jekte. Die formale Definition von Graphen regelt vollstandig, was unter einem
Graphen zu verstehen ist und bildet eine tragfahige Grundlage fir die Formulie-
rung und den Beweis von Grapheigenschaften.

Informatiker stehen oft vor der Aufgabe, intuitive Konzepte prézise formulieren
zu missen. Im Idealfall gelingt es, eine einfache formale Definition wie bei der
Formalisierung von gerichteten Graphen zu finden.

Neben den gerade eingefuhrten Graphen mit gerichteten Kanten gibt es auch Gra-
phen mit ungerichteten Kanten. Da wir aber nur gerichtete Graphen betrachten,
sagen wir im Folgenden einfach Graph und meinen stets gerichteter Graph.

Sei G = (V, E) ein Graph. Wir vereinbaren die folgenden Sprechweisen:

e Ein Knoten v’ heillt Nachfolger eines Knotens v genau dann, wenn
(v,v') € E.

e Ein Knoten v heiflt Vorganger eines Knotens v’ genau dann, wenn
(v,v) € E.

e Ein Knoten heilst Quelle genau dann, wenn er keinen Vorganger hat.
e Ein Knoten heil3t Senke genau dann, wenn er keinen Nachfolger hat.

e Ein Knoten heillt innerer Knoten genau dann, wenn er weder eine Senke
noch eine Quelle ist.

e Der Eingrad eines Knotens ist die Anzahl seiner Vorganger.
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Abbildung 5.3: Der symmetrische Abschluss des Graphen aus Abbildung[5.2]

Der Ausgrad eines Knotens ist die Anzahl seiner Nachfolger.

Ein Pfad ist ein nichtleeres Tupel (vy, ..., vy), dessen Komponenten durch
Kanten verbundene Knoten sind. Genauer:

1. Fir jeden Knoten v ist das Tupel (v) ein Pfad.

2. Fir n = 2 Knoten vq,..., vy mit (vi,viz1) € E fir allei €
{1,...,n— 1} ist das Tupel {(vq, ..., vy) ein Pfad.

Dabei heifit n — 1 die Lange, v, der Ausgangspunkt und v, der Endpunkt
des Pfades. Wir sagen auch, dass der Pfad von v, nach v, geht.

Ein Pfad heif3t einfach genau dann, wenn er keinen Knoten mehrfach ent-
halt.

Ein Pfad (v1, ..., vy) hei8t Zyklus genau dann, wennn > 2 und vy = vp.

Ein Knoten v’ ist von einem Knoten v aus erreichbar genau dann, wenn ein
Pfad von v nach v’ existiert.

Wir schreiben v — ¢ v’ genau dann, wenn (v, v) € E.

Wir schreiben v — & v’ genau dann, wenn v" von v aus erreichbar ist.

Fir den Graphen in Abbildung 5.1l gilt:

Der Graph hat die Quellen 1 und 6, die Senke 5 und die inneren Knoten 2, 3
und 4.

Der Knoten 2 hat den Eingrad 2 und den Ausgrad 2.

Der Knoten 6 hat den Eingrad 0 und den Ausgrad 1.

Vom Knoten 2 aus sind die Knoten 2, 5, 3 und 4 erreichbar.
Vom Knoten 1 aus sind alle Knoten bis auf 6 erreichbar.

Der Pfad (2, 3, 4, 2) ist ein Zyklus.

Wir brauchen noch mehr Begriffe fir Graphen:

Die Grolie eines Graphen ist die Anzahl seiner Knoten.
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e Ein Graph heif3t nichtleer genau dann, wenn er mindestens einen Knoten
hat. Der Graph (@, @) hei3t der leere Graph.

e Die Tiefe eines nichtleeren Graphen ist die maximale Lange seiner einfa-
chen Pfade.

e Ein Graph heift zyklisch genau dann, wenn er einen Zyklus enthalt.
e Ein Graph heif8t azyklisch genau dann, wenn er keinen Zyklus enthalt.

e Der symmetrische Abschluss eines Graphen G = (V, E) ist der Graph

<>

G=(V,EUE™ mit E~! = {(v,v)]| (W, v) € E}

e Ein Graph heift stark zusammenhangend genau dann, wenn jeder seiner
Knoten von jedem seiner Knoten aus erreichbar ist.

e Ein Graph (V, E) heilst zusammenhangend genau dann, wenn 8 stark zu-

sammenhéangend ist.

Abbildung[5.3zeigt den symmetrischen Abschluss des Graphen in Abbildung 5.2
Der Graph in Abbildung 5.2 ist nichtleer, zyklisch und zusammenhéngend, aber
nicht stark zusammenhéngend. Er hat die GroRe 6 und die Tiefe 3. Der Graph
in Abbildung[5.3]ist nichtleer, zyklisch, zusammenhéngend und stark zusammen-
hangend. Er hat die Grof3e 6 und die Tiefe 5.

Proposition 5.2.2 (Azyklische Graphen) Fir jeden Graph G sind die folgenden
Aussagen aquivalent:

1. G ist azyklisch.
2. G hat nur einfache Pfade.
3. G hat nur endlich viele Pfade.

Weiter gilt fur jeden azyklischen Graphen G: Zu jedem Knoten v existiert eine
Quelle, von der aus v erreichbar ist.

Beweis Die Aquivalenzen sind offensichtlich. Sei v ein Knoten in einem azy-
klischen Graphen G. Wir wahlen einen einfachen Pfad maximaler L&nge, dessen
Endpunkt v ist. Der Ausgangspunkt dieses Pfades muss eine Quelle sein. O

Ein Graph G = (V, E) heilt Teilgraph eines Graphen G’ = (V’, E’) genau dann,
wennV C V'und E C E’.

Sei G = (V,E) ein Graph und v € V. Der von v aus erreichbare Teilgraph
von G ist wie folgt definiert:

G" = (V/, EﬂV’xV’) mit V/Z{U/EV |v_)>'é U/}

98 17. 10. 2001 © G. Smolka



5.3 Bédume

O—O—0®

o

Abbildung 5.4: Der von 6 aus erreichbare Teilgraph des Graphen in Abb.[5.2]

Sei G der Graph in Abbildung 5.3l Dann gilt G¥ = G fiir jeden Knoten v von G.
Abbildung [5.4 zeigt den von 6 aus erreichbaren Teilgraphen des Graphen in Ab-
bildung[5.2l

Proposition 5.2.3 Sei G ein Graph mit einem Knoten v. Dann ist der von v aus
erreichbare Teilgraph von G zusammenhéngend.

5.3 Baume

Ein Wald ist ein azyklischer Graph, in dem jeder Knoten hochstens einen Vorgén-
ger hat. Die Quellen eines Waldes heien auch Wurzeln und die Senken heilRen
auch Blatter.

Ein Baum ist ein Wald, der hdchstens eine Wurzel hat.

Abbildung [5.5 zeigt einen Baum in der bereits bekannten Graphdarstellung und
zusatzlich in einer abkulrzenden Darstellung speziell fir Baume. Wenn man die
Grafiken jeweils um 180 Grad dreht, erinnern sie tatsdchlich an Badume. Die Wur-
zel 1 erscheint jeweils als der oberste Knoten. Die Blatter sind die Knoten 3, 4, 6,
9, 10 und 11. Die inneren Knoten sind 2, 5, 7 und 8. Die GrofRRe des Baumes ist
11 und die Tiefe ist 3. Formal handelt es sich um einen Baum wie folgt:

B =(V,E)
V={1,2 3 45 6,7 8, 9, 10, 11}
E={12), (1,5, (L7), 2,3), 2,4), (56), (7,8), (7,11), (8,9), (8,10)}

Wenn man einen Wald grafisch darstellt, bekommt man tatséchlich eine Ansamm-
lung von Baumen.

Proposition 5.3.1 (Walder) Sei G ein azyklischer Graph. Dann sind die folgen-
den Aussagen aquivalent:

1. G istein Wald.
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Abbildung 5.5: Ein Baum in Graph- und Baumdarstellung
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2. Jeder Knoten hat hochstens einen Vorgénger.
3. Zwischen zwei Knoten gibt es hochstens einen Pfad.

Weiter gilt flir jeden Wald W : Zu jedem Knoten v existiert genau eine Wurzel, von
der aus v erreichbar ist.

Beweis Folgt mit Proposition 5.2.2 O

Proposition 5.3.2 (Baume) Sei B ein nichtleerer Baum. Dann gilt:
1. B hat genau eine Wurzel.
2. Zu jedem Knoten v gibt es genau einen Pfad von der Wurzel nach v.
3. B ist zusammenhéangend.
Beweis  Folgt mit Proposition[5.3.1] O

Ein Teilbaum eines Baums B ist ein Teilgraph von B, der ein Baum ist.

Proposition 5.3.3 Sei v ein Knoten eines Baums B. Dann ist der von v aus er-
reichbare Teilgraph von B ein Teilbaum von B mit der Wurzel v.

Folglich nennt man den von v aus erreichbaren Teilgraphen B" eines Baums B
auch den von v aus erreichbaren Teilbaum von B.

Der vom Knoten 8 aus erreichbare Teilbaum des Baums in Abbildung G.5]ist

8

/ N\
9 10

Die Unterbdume eines Baums B sind die von den Nachfolgern der Wurzel von B
aus erreichbaren Teilbdume. Der Baum in Abbildung [5.5]hat drei Unterbaume:
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Abbildung 5.6: Ein balancierter Binarbaum
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Gegeben ein Baum B und ein Knoten v von B, werden die Unterbdume des von
v aus erreichbaren Teilbaums als Unterbdume von v bezeichnet.

Ein Baum heif3t linear genau dann, wenn wenn jeder seiner Knoten hdchstens Linear
einen Nachfolger hat. Offensichtlich ist ein Baum genau dann linear, wenn er
hdchsten ein Blatt hat.

Ein Baum heil3t bindr genau dann, wenn jeder seiner Knoten, der kein Blatt ist,  Binar
genau zwei Nachfolger hat.

Ein Baum heif3t balanciert genau dann, wenn fiir jeden Knoten v gilt, dass alle  Balanciert
Unterb&dume des von v aus erreichbaren Teilbaums die gleiche Tiefe haben. Ein

nichtleerer Baum ist also genau dann balanciert, wenn alle Pfade von der Wurzel

zu einem Blatt die gleiche L&nge haben.

Abbildung[5.6] zeigt ein Beispiel fiir einen balancierten Binarbaum. Balanciert und binér

5.4 GroRenverhaltnisse in Baumen

Proposition 5.4.1 Sei B = (V, E) ein nichtleerer Baum. Dann gilt |V | = |E|+1.

Beweis  Durch Induktion tber |V |. (Wir benutzen die Induktionsregel [5.3])

Sei |V | = 1. Dann hat B keine Kante, da Baume azyklisch sind. Also gilt |V | =
|E| + 1.

Sei |V| > 1. Seien By = (V4, Ey), ..., By = (V,, Ep) die n > 1 Unterbdume
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von B. Dann gilt:

[El=n+|Eq|+---+|Ep| (Ey, ..., E, paarweise disjunkt)
=n+ |V -1+ ---+|Vy| =1 (nach Induktionsannahme)
= |Vi|+ -+ Vil
=|V|-1 (V1, ..., Vy paarweise disjunkt)

Sei B ein Baum. Dann bezeichnen wir mit g(b) die GroR3e, mit t (B) die Tiefe und
mit b(B) die Anzahl der Blatter von B.

Proposition 5.4.2 Sei B ein nichtleerer Baum, bei dem jeder Knoten, der kein
Blatt ist, mindestens zwei Nachfolger hat. Dann 2b(B) > g(B).

Beweis  Durch Induktion tber g(B).
Sei g(B) = 1. Dann ist der einzige Knoten von B ein Blatt. Also 2b(B) > g(B).

Sei g(B) > 1. Seien By, ..., B, die n > 2 Unterbdume von B. Da By, ..., B,
keine gemeinsamen Knoten haben, gilt:

2b(B) = 2(b(By) + - -- + b(Bn))
> @B+ +---+@B+1D (mit Induktionsannahme)
=9g(B1) +---+9(Bn)+n
> g(B) (dan>2)

Proposition 5.4.3 Fir jeden nichtleeren, balancierten Bindrbaum B gilt:
b(B) = 2'®,
Beweis  Durch Induktion lber t(B).

Sei t(B) = 0. Dann hat B genau einen Knoten, der ein Blatt ist. Also giltb(B) =
218,

Sei t(B) > 0. Seien B; und B; die beiden Unterbdume von B. Da B balanciert
ist, giltt(By) =t(By) =t(B) — 1. Also

b(B) = b(By1) + b(B2)
= 2!(Bv 4 (B2 (nach Induktionsannahme)
— 2t(B)=1 4 St(B)-1

— ot(B) 0

Proposition 5.4.4 Fir jeden nichtleeren, balancierten Bindrbaum B gilt:
g(B) — 2t(B)+1 1.
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Beweis  Durch Induktion tber g(B).

Sei g(B) = 1. Dann gilt t(B) = 0 und folglich g(B) = 2!®+1 _ 1,

Sei g(B) > 1. Seien B; und B, die beiden Unterbdume von B. Da B balanciert
ist, gilt t(B1) = t(B,) =t(B) — 1. Also

g(B) =g(By) +9(B) +1

= 2B+l g 4 otB+l g g (nach Induktionsannahme)
=2® 4 2t® _q
—tB)+1 _ 1

5.5 Geordnete Baume

Wir haben B&ume etwas indirekt als spezielle Graphen formalisiert. Wir geben
jetzt eine direkte Formalisierung fir Baume mit einer zusatzlichen Ordnungsei-
genschaft an.

Wenn wir die grafische Darstellung eines Baumes betrachten, kénnen wir zwi-
schen Form und Markierung unterscheiden. Beispielsweise haben die Baume

1 2 6

/ \ / \ / N\
2 3 3 1 13 9

alle die gleiche Form und unterscheiden sich nur in der Markierung. Die neue
Definition von Baumen wird im Gegensatz zur alten eine explizite Unterscheidung
zwischen Form und Markierung machen.

Wir beginnen mit der Definition von Baumbereichen. Baumbereiche stellen nur
die Form von Baumen dar und verzichten vollig auf die Markierung.
Definition 5.5.1 Ein Baumbereich ist eine Menge D wie folgt:

1. D ist eine endliche Teilmenge von £(N™1).

2. Vue LNT)VieN: u@[il]e D= ueD.

3 Vue LN VieN: u@lileDAi>2=u@[i —1] € D.

Die Elemente von D werden als die Knoten oder Pfade des Baumbereichs be-
zeichnet.
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Abbildung 5.7: Zwei grafische Darstellung eines Baumbereichs

Hier ist ein Beispiel flr einen Baumbereich:

{1

(11, (1,11, [1,2],
(21, [2,1],
[

3], [3,11, [3,1,1], [3,1,1,1], [3,1,1,2], [3,1,2], [3,2]}

Dieser Baumbereich ist in Abbildung [5.7] zweifach dargestellt. Aus beiden Dar-
stellungen kann man den Baumbereich eindeutig rekonstruieren. Die beiden Dar-
stellungen machen den Zusammenhang zwischen Baumbereichen und der Form
von Baumen klar.

Es ist nicht schwer, die Knoten eines Baumbereichs mit Markierungen zu verse-
hen.

Definition 5.5.2 Sei X eine Menge. Ein geordneter Baum tiber X ist eine endliche
"
Funktionb € L(N1) X X, sodass Dom b ein Baumbereich ist.

Sei b eine geordneter Baum Uber X. Dann bezeichnen wir die Elemente von
Dom b als die Knoten von b und b(v) als die Marke des Knotens v € Dom b.

Die Menge aller geordneten Baume tiber X bezeichnen wir mit B (X).

Abbildung[5.8] zeigt ein Beispiel fiir einen geordneten Baum {iber N. Die Tabelle
links beschreibt eine endliche Funktion und stellt damit den geordneten Baum
formal dar. Das Bild rechts stellt den geordneten Baum grafisch dar. Beachten
Sie, dass mehrere Knoten die gleiche Markierung tragen.

Eine geordneter Baum b legt im Gegensatz zu einem Baum B = (V, E) (als
Graph) fur jeden seiner Knoten v eine Ordnung fir die Nachfolger von v fest. Dies
geschieht mithilfe des Baumbereichs Dom b, der die Nachfolger von v beginnend
mit 1 durchnummeriert (siehe Abbildung[5.7).
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5.5 Geordnete Bdume

[]

[1]

[11]
[1.2]

[2]

[2,1]

[3]

[3,1]
[3,1,1]
[3,1,1,1]
[3,1,1,2]
[3,1,2]
[3.2]
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Abbildung 5.8: Formale und grafische Darstellung eines geordneten Baums

Definition 5.5.3 Sei b ein geordneter Baum tber X. Dann ist der b zugeordnete
Graph G(b) = (V, E) wie folgt definiert:

V=>b
E={(v,v)ebxb|3uix,xX:v=@U,x)AV =U@Ii], x)}

Proposition 5.5.4 Seien b und b’ geordnete Béaume Uber einer Menge X. Dann
gilt:

. Der b zugeordnete Graph G (b) ist ein Baum.

. Die Wurzel von G(b) ist ([ ], b([ 1)).

1
2
3. Der geordnete Baum b hat genau so viele Knoten wie der Graph G (b).
4. Die Tiefe von G(b) ist max{|u| | u € Dom b }.

5

. Wenn G(b) = G(b'),dannb =Db'.

Da wir jedem geordneten Baum eindeutig einen Graphen zuordnen, der ein Baum
ist, lassen sich die Konzepte Wurzel, Blatt, innerer Knoten, Vorganger und Nach-
folger, Grolze und Tiefe sowie Teilbaum und Unterbaum von B&umen (als Gra-
phen) auf geordnete Baume (bertragen. Selbstverstandlich kann man diese Kon-
zepte auch direkt auf geordneten Baumen definieren.

Betrachten Sie die grafischen Baumdarstellungen
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5 Graphen und Baume

1 1
/ \ / \
2 3 3 2

Beide Darstellungen beschreiben denselben Graphen
V =1{1,2,3}
E=1{12), 1,3}
Graphen legen also keine Ordnung fiir die Nachfolger eines Knoten fest.

Wenn wir die obigen Baumdarstellungen als grafische Darstellungen von geordne-
ten Baumen auffassen, bekommen wir dagegen zwei unterschiedliche geordnete
Baume:

[1]1 111
[1] | 2 1113
[2] |3 [2] | 2

Jedem der zwei geordneten Baume ist per Definition ein Graph zugeordnet. Diese
Graphen sind unterschiedlich. Hier ist der Graph flr den linken geordneten Baum:

V={lLD, (11,2, (2].3)}
E={(1D, (11.2), 1.1, ((2].3)}

Daraus lernen wir, dass grafische Darstellungen ganz unterschiedlich interpretiert
werden kénnen. Diese Interpretationsfreiheit ist fir formale Darstellungen ausge-
schlossen.

5.6 Terme

Wir geben jetzt eine zweite Formalisierung fur nichtleere, geordnete Baume an.

Definition 5.6.1 Sei X eine Menge. Die Menge 7 (X) der Terme Uber X ist wie
folgt rekursiv definiert:

xeX n=0 t1eT(X) e e T(X)
(thla"" tn) € T(X)

Gegeben ein Termt = (X, t1, ..., t,) € T(X), heil’t t; der i-te Unterterm von t
(i €{1,...,n}). Weiter hei3t x die Wurzelmarke von t.
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5.6 Terme

Den geordneten Baum in Abbildung kénnen wir durch den folgenden Term
Uber N darstellen:

Sei X eine Menge. Den Zusammenhang zwischen Termen und geordneten B&u-
men tber X formalisieren wir durch eine Funktion

BeT(X)— B(X)— {4}
die wie folgt rekursiv definiert ist:
BX, ta, ..., ta) = (L1} U {@i:zu,y) | (u,y) e Bt), 1<i=<n}

Man Uberzeugt sich leicht davon, dass B eine Bijektion von 7 (X) nach
B(X) — {@} ist. Das bedeutet, dass sich Terme und nichtleere, geordnete Bau-
me Uber X eineindeutig entsprechen.

Seit € 7(X). Die Knoten oder Pfade von t sind die Listen in Dom B(t).

Jedem Term t € 7 (X) ist der Baum G (B(t)) zugeordnet. Damit lassen sich die
Konzepte GrolRe, Tiefe, Teilbaum und Unterbaum von Baumen (als Graphen) auf
Terme Ubertragen. Selbstverstandlich kann man diese Konzepte auch direkt auf
Termen definieren.

Definition 5.6.2 Sei X eine Menge. Dann sind die Funktionen y und t wie folgt
rekursiv definiert:

yeT(X)—N

y((x)) =1
Xt oo ) =1+ y(t) +-- -+ y(th)
1eT(X)—> N

7({x)) =0
T((X,t1, ..., th) =1+ max{t(ty), ..., t(th)}

Proposition 5.6.3 Seit € 7(X). Dann gilt:
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5 Graphen und Baume

1. Die Grofie von G (B(t)) ist y (t).
2. Die Tiefe von G(B(t)) ist t(t).
3. Wennt = (x,t,,..., t,), dann sind
GBM)), ..., G(B(ty))
die Unterb&ume von G(B(t)).

Ubungen

Aufgabe 5.1 (Induktion) Gegeben sei die rekursiv definierte Funktion

feN—- N
f(n=ifn=0thenlelse f(n—1)+2n+1

Beweisen Sie durch Induktion Uiber n:

vn e N: f(n)=(n+1)°?

Aufgabe 5.2 (Induktion) Gegeben sei die rekursiv definierte Funktion
feN—>N
f(n)=ifn=0thenOelse f(n — 1) 4+ n?

Beweisen Sie durch Induktion tiber n:

VneN: f(n) = %(2n2+3n+1)

Aufgabe 5.3 (Induktion) Gegeben sei die rekursiv definierte Funktion

feRxN-=R

f(q,n)=ifn=0thenlelse f(q,n—1)+q"
Beweisen Sie durch Induktion Uiber n:
_ qn+1

vneNVgeR,qg#1: f(g,n)= 1—gq

Aufgabe 5.4 (Graphen) Seien die folgenden Graphen gegeben:
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5.6 Terme

.V =1{1,2,3,4,5,6)
E=1{1,9,(2,1),(23),(2,4),(3,5),(6,2), (6,3)}
.V =1{1,2,3,4,5,6,7)

E=1{27).6.1.6.6).42),(43), (7.5}

.V =1{1,2,3,4,5,6,7, 8}
E={21),(2,6),3,8),(4.4),(5,2),(,7),(6,1), (7,6)}

={1,2,3,4,5)}
E=1{14).,24.6.2.35.43.65.D}

Zeichnen Sie diese Graphen und beantworten Sie fur jeden Graphen die folgenden
Fragen:

Welche GrolRe und welche Tiefe hat der Graph?

Welche Quellen und welche Senken hat der Graph?

Ist der Graph zyklisch? Wenn ja, geben Sie eine Zyklus an.
Ist der Graph zusammenhéngend? Stark zusammenhangend?

Ist der Graph ein Wald? Ein Baum?

Aufgabe 5.5 (Baume) Gegeben sei die grafische Darstellung eines Baums:

N o o &~ w bhoRE

/\

/ | \ ;
| / \ 7/ \
8 90 10 11 12
/7 \ |
13 14 15

Geben Sie den Baum als Graph (V, E) an.

Geben Sie den Baum als geordneten Baum in Tabellenform an.

Geben Sie den Baum als Term an.

Geben Sie die Grofze und Tiefe des Baums an.

Geben Sie die Wurzel, die Blatter, und die inneren Knoten des Baums an.
Geben Sie fur jedes Blatt v einen Pfad an, der von der Wurzel zu v fuhrt.

Zeichnen Sie alle Teilbdume des Baums, die den Knoten 7 als Wurzel ha-
ben.
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5 Graphen und Baume

8. Zeichnen Sie den vom Knoten 2 aus erreichbaren Teilbaum des Baums.

9. Zeichnen Sie alle Unterbdume des vom Knoten 2 aus erreichbaren Teil-
baums des Baums.

Aufgabe 5.6 (Geordnete Baume) Gegeben sei der geordnete Baum

I

[1]

[2]
[2.1]
[2,2]
[2,2,1]
[2,2,2]
[2,3]
[3]
[3.1]
[3,1,1]
[3.2]

Zeichnen Sie den Baum.

I

OR[N NO|IFL N PAO W

ol

Geben Sie die Groflie und Tiefe des Baums an.
Wieviele Unterbdume hat der Baum?

Geben Sie den von [3] aus erreichbaren Teilbaum in Tabellenform an.

o > w0 N

den von [2,1] aus erreichbaren Teilbaum in Tabellenform an.

Aufgabe 5.7 (GroRRenverhéltnis in Bindrbdumen) Beweisen Sie durch Induk-
tion tiber t(B), dass fur jeden nichtleeren Binarbaum B gilt: b(B) < 2'®,

Aufgabe 5.8 (GrélRenverhaltnisse in ternaren Baumen) Einterndrer Baum ist
ein Baum, bei dem jeder Knoten, der kein Blatt ist, genau 3 Unterb&dume hat.
Beweisen Sie durch Induktion Uber t (B), dass flr jeden nichtleeren, balancierten
terndren Baum B qilt:

1. b(B) =3'®
2. g(B) = 3(3®*1 1)

Aufgabe 5.9 (Balancierte Bindrbaume (schwer)) Beweisen Sie durch Indukti-
on Uber t(B), dass fir jeden nichtleeren Binarbaum B gilt:

b(B) = 2'® = B balanciert

110 17. 10. 2001 © G. Smolka



5.6 Terme

Verwenden Sie dabei die Ungleichung aus Aufgabe [5.7
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