Kapitel 2

M athematische Objekte

Im letzten Kapitel haben wir eine kleine Teilsprache von Standard ML mithilfe
von Beispielen beschrieben. Dabei blieben viele Fragen offen. Um eine Program-
miersprache prazise und ubersichtlich zu beschreiben, benétigt man die Sprache
der Mathematik. Die Sprache der Mathematik ist die flexibelste und praziseste
Beschreibungssprache tiber die wir verfiigen. Viele der in der Informatik verwen-
deten Strukturen sind so komplex, dass sie sich nur mit der Sprache der Mathe-
matik klar und genau beschreiben lassen.

Dieses Kapitel beschreibt grundlegende mathematische Objekte wie Mengen, Tu-
pel und Funktionen und fuhrt die entsprechenden Begriffe und Notationen ein.
Wir werden zeigen, wie man mithilfe von Rekursion aus einfachen Objekten kom-
plexere Objekte wie die natlrlichen Zahlen konstruieren kann. Solche rekursiven
Konstruktionen spielen in der Programmierung eine wichtige Rolle.

Wir gehen davon aus, dass Sie schon einige Erfahrung mit der Sprache der Mathe-
matik haben. Sollte dies nicht der Fall sein, empfehlen wir Ihnen das einleitende
Kapitel des Lehrbuchs von Michael Sipserﬂ

2.1 Grundbegriffe

Die Sprache der Mathematik geht davon aus, dass es mathematische Objekte gibt.
Die natiirlichen Zahlen

0,1,2,3,...

sind Beispiele fir mathematische Objekte. Statt von mathematischen Objekten
sprechen wir im Folgenden einfach von Objekten.

1 Michael Sipser, Introduction to the Theory of Computation. PWS Publishing Company, 1997.
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2 Mathematische Objekte

Obijekte kénnen zu Mengen zusammengefasst werden. Die Teilobjekte einer Men-
ge werden als Elemente der Menge bezeichnet. Wir schreiben x € X, um zu
sagen, dass das Objekt x ein Element der Menge X ist. Es gibt genau eine Men-
ge, die keine Elemente enthélt. Diese Menge heif3t leere Menge und wird mit ¢
bezeichnet. Mengen kénnen unendlich viele Elemente enthalten.

Eine Menge hei3t endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente enthélt. Die An-
zahl der verschiedenen Elemente einer endlichen Menge heifst Kardinalitat der
Menge. Die Kardinalitat einer endlichen Menge X bezeichnen wir mit | X|. Eine
n-elementige Menge (n > 0) ist eine endliche Menge mit der Kardinalitat n. Zu
n > 0 verschiedenen Objekten x4, ..., X, gibt es genau eine n-elementige Men-
ge, die genau diese Objekte als Elemente enthélt. Diese Menge schreibt man als

{X1, ..., Xn}.

Wir verwenden die folgenden Mengen von Zahlen:

Z = {0,-1,1, -2,2, -3,3, ...} Ganze Zahlen
o {(xeZ|x=>0} Natirliche Zahlen

Nt ¥ (xeN|x >0} Positive natiirliche Zahlen
R Reelle Zahlen
R+ ¥ {(xeR|x >0} Positive reelle Zahlen

Die Booleschen Werte true und false représentieren wir durch die nattirlichen Zah-

len O und 1:
def
B = {0, 1} Boolesche Werte

Um mathematische Aussagen ubersichtlich formulieren zu kénnen, verwenden
wir die folgenden logischen Notationen (A und B sind Aussagen):

AAB Aund B Konjunktion

AvB A oder B Disjunktion

- A nicht A Negation

A= B aus A folgt B Implikation

A<B A folgt aus B Implikation

A~ B A genau dann, wenn B Aquivalenz

Vx € X: A(x) flrallex € X gilt A(x) Universelle Quantifizierung

Ix € X: A(x) esexistiertein x € X sodass A(x) Existenziele Quantifizierung

Fir die Gleichheit von zwei Mengen X und Y gilt:

X=Y < (WxeX:xe¥Y)A (¥yeY:yeX)
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2.1  Grundbegriffe

Mengen legen also keine Ordnung fur ihre Elemente fest. AuBerdem kdnnen Ob-
jekte nicht mehrfach in einer Menge enthalten sein.

Die Inklusionsbeziehung zwischen zwei Mengen X und Y ist wie folgt definiert:

Xcy & vxeX:xev

Wenn X C Y gilt, sagt man, dass X eine Teilmenge von Y ist; weiter sagt man,
dass Y eine Obermenge von X ist. Zwischen Gleichheit und Inklusion von Men-
gen besteht der folgende Zusammenhang:

X=Y << XY AYCX
Die strikte Inklusionsbeziehung zwischen zwei Mengen X und Y ist wie folgt
definiert:

XCY & Xcv A X£Y
Zwei Mengen X und Y heilRen disjunkt genau dann, wenn sie kein gemeinsames
Element haben.

Seien X und Y zwei Mengen. Der Durchschnitt, die Vereinigung und die Differenz
von zwei Mengen X und Y sind die wie folgt definierten Mengen:

xny ¥ {zlze X ANzZeY} Durchschnitt
Xuy ¥ {zlzeX vzeY} Vereinigung
X-Y ¥ (zeX|ze¢V) Differenz

Dabeistehtz ¢ Y fir—z € Y.

Wir haben bereits gesagt, dass Mengen Zusammenfassungen von Objekten sind.
Weiter gilt, dass Mengen wieder Objekte sind. Wir kénnen also durch Mengen-
bildung aus Objekten komplexere Objekte konstruieren. Beispielsweise kdnnen
wir die folgenden verschiedenen Mengen konstruieren:

2. 0}, {2}, {{9h,

Die Potenzmenge
PX)={Y Y <X}

einer Menge X ist die Menge aller Teilmengen von X. Wenn X eine endliche
Menge mit n Elementen ist, dann ist & (X) eine endliche Menge mit 2" Elemen-
ten.

Sei X € R. Dann heift x € X
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2 Mathematische Objekte

e Minimum von X genau dann, wennVy € X: x <.
e Maximum von X genau dann, wennVy € X: y < X.

Das Minimum von X bezeichnen wir mit min X, wenn es existiert. Entsprechend
bezeichnen wir das Maximum mit max X, wenn es existiert.

2.2 Tupel

Objekte kénnen zu Tupeln zusammengefasst werden. Ein n-stelliges Tupel ist ein
zusammengesetztes Objekt der Form

<X1""a Xn)

das aus n > 0 Objekten Xy, ..., X, besteht. Das i-te Teilobjekt x; heifit die i-te
Komponente des Tupels. Es gibt genau ein nullstelliges Tupel (), das man als
leeres Tupel bezeichnet. Zweistellige Tupel bezeichnet man als Paare und drei-
stellige Tupel als Tripel. Tupel mit keiner oder mit mindestens zwei Komponenten
kann man auch mit runden Klammern schreiben:

(X1, ...y Xn)

Fir die Gleichheit von Tupeln gilt

Xg, oo s X)) =1, ..., Yn) &= X1=VY1 A -+ A Xp =W

Tupel unterscheiden sich von Mengen in drei Punkten: Fir die Komponenten ei-
nes Tupels ist eine Ordnung festgelegt; dasselbe Objekt kann mehrfach als Kom-
ponente auftreten (zum Beispiel (2, 2)); und Tupel haben nur endlich viele Kom-
ponenten.

Die Komponenten von Tupeln kénnen wieder Tupel sein. Die hierarchische Struk-
tur solcher geschachtelten Tupel kann man grafisch durch sogenannte Baume dar-
stellen. Beispielsweise hat das Tupel

(L, O). (3). ((4,5,5), 6))

die Baumdarstellung

—
\0

34 17. 10. 2001 © G. Smolka



2.3 Relationen und Funktionen

Wenn man die Grafik um 180 Grad dreht, erinnert sie tatsachlich an einen Baum.

Das Produkt von n > 2 Mengen X, ..., X, ist die Menge
def
XeXeoo X Xp = {{(Xe,..., Xn) | X2 € X1, ..., X, € X }

aller n-stelligen Tupel, deren i-te Komponente jeweils aus X; ist. Fur ein Produkt
X x ++-x X schreibt man kiirzer X", wobei n > 2 die Anzahl der Faktoren angibt.

Die Summe von n > 2 Mengen Xq, ..., X, ist die Menge

Xo W WXy D (i, x)|iefl,....n} A XeEXi)

Die Elemente einer Summe sind also Paare (i, x), die aus einer sogenannten Va-
riantennummer i und einem Element x aus dem entsprechenden Summanden X;
bestehen. Statt von Summen spricht man auch von disjunkten Vereinigungen.

2.3 Relationen und Funktionen
Eine n-stellige Relation ist eine Menge, deren Elemente n-stellige Tupel sind.

Eine binare Relation ist eine zweistellige Relation.

Sei r eine binére Relation. Der Definitionsbereich (englisch ,,domain®) von r ist
die Menge

Domr ={x|3y: (x,y)er}
Der Wertebereich (englisch ,,range*) von r ist die Menge

Ranr ={y|3x: (X,y) er}

Hier ist ein Beispiel flr eine bindre Relation:

r={xy eN|x <2y}
Domr =N
Ranr = NT

Eine bindre Relation r sollte man sich als eine Zuordnung vorstellen, die jedem
x € Dom r ein und mehrere y € Ran r zuordnet. Beispielsweise ordnet die obige
Relation jeder natlrlichen Zahl x alle naturlichen Zahlen y mit x < 2y zu.

Eine Funktion f ist eine bindre Relation mit der Eigenschaft, dass zu jedem
x € Dom f genau einy € Ran f existiert mit (x, y) € f. Eine Funktion ist also
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2 Mathematische Objekte

eine bindre Relation f, die jedem x € Dom f genau ein y € Ran f zuordnet.
Wenn (x, y) € f gilt, sagt man, dass f fur das Argument x das Ergebnis y liefert.
Das Ergebnis von f fiir x bezeichnet man mit f (x). Statt (x, y) € f schreibt man
meistens f(x) =vy.

Seien X und Y Mengen. Wir werden die folgenden Notationen benutzen:

X —=Y = {f| f FunktionmitDom f € XundRan f CY}
X—=>Y ={feX—=Y|Domf =X}
fin

X—=Y = {feX—=Y]| fendliche Menge}

Die Elemente von X — Y bezeichnet wir als Funktionen von X nach Y. Die
Elemente von X — Y bezeichnet wir als totale Funktionen von X nach Y. Die

f
Elemente von X W Y bezeichnet wir als endliche Funktionen von X nach Y.

Machen Sie sich klar, dass eine unendliche Funktion keinen Algorithmus zu ihrer
Berechnung vorgibt. Wenn Sie eine Prozedur angeben, die eine Funktion berech-
net, mussen Sie einen Algorithmus angeben, der die Funktion berechnet.

Eine Funktion f € X — Y heilst bezogen auf X und Y
e total genau dann, wenn Dom f = X,
e partiell genau dann, wenn Dom f £ X,
e surjektiv genau dann, wennRan f =Y,

e injektiv genau dann, wenn

Vx,xeDom f: f(x)=f(x) = x=x

e Dbijektiv genau dann, wenn f total, injektiv und surjektiv ist.

Sei f € X — Y. Dann ist f bijektiv genau dann, wenn eine Funktion
g € Y — X existiert mit

vx e X:g(f(xX)=x A VyeY: f(gly) =y

Wenn f bijektiv ist, dann ist die obige Funktion g eindeutig bestimmmt und heif3t
Umkehrfunktion von f. Statt Umkehrfunktion sagt man auch inverse Funktion.
Bijektive Funktionen bezeichnet man auch als Bijektionen.

Darstellung von endlichen Funktionen

Endliche Funktionen

{(Xl’ yl)’ B (Xna Yn)}
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2.3 Relationen und Funktionen

schreiben wir oft als

{Xa = Y1, ..., Xn = Yn}

Endliche Funktionen kann man sich anschaulich als Tabellen vorstellen:

X1 Y1
X2 Y2
Xn Yn

Lambda-Notation

Oft ist es bequem, Funktionen mithilfe der sogenannten Lambda-Notation zu be-
schreiben:

AneN.n = {(,n)|neN}
AX €Z.X? = {(X, )| Xe€ZAY=X?)}
AXeZ.(ifx>0thenxelse —x) = {(X,¥) | Xe€ZAYy=]|X|}

In jeder Zeile wird links und rechts dieselbe Funktion beschrieben. Dabei verwen-
det die linke Spalte Lambda-Notation und die rechte Spalte die tbliche Mengen-
Notation. Das letzte Beispiel verwendet die Lambda-Notation zusammen mit ei-
ner Konditional-Notation[q Hier ist ein weiteres Beispiel:

A(x,y)eZz.x—i-y = {(X,¥),2) | XeEZANY€eEZANL=X+Y}

Adjunktion von Funktionen

Die Adjunktion von zwei Funktionen f und g ist wie folgt definiert:

f4+9g = AxeDom fuUDomg. if x € Dom g then g(x) else f(x)
Statt

f+{x—vy}
schreibt man auch

fly/x]

2 Dje Lambda- und die Konditional-Notation findet man nur selten in Mathematik-Lehrbiichern.
Dagegen findet man beide Notationen hédufig in Programmiersprachen und Informatik-
Lehrbiichern.
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2 Mathematische Objekte

(lies ,, f mit y fur x*).

Standardfunktion fur Zahlen
Die Rundungsfunktionen Floor | | und Ceiling [_] sind wie folgt definiert:

Ll1eR—>Z [1eR—>Z
IX]=max{zeZ|z<x} [X]=min{zeZ|x <z}

Die Modulo-Funktion ist wie folgt definiert:

mod € Z x (Z —{0}) —> Z
xmody =X — [x/y]y

Firy > Ogiltxmody <.

Die Standard ML Operation x di v y heil3t ganzahlige Division und berechnet
[x/y] (firx,y € Z und y # 0). Die Operation x nod y liefert x mod y.

2.4 Rekursive Definition von Mengen

Betrachten Sie die folgende Definition einer Menge M:
M = {@, {4}, {{4}}, ...}

Offensichtlich wird die Menge M durch eine Konstruktionsvorschrift fur ihre Ele-
mente definiert:

1. Die leere Menge @ ist ein Element von M.
2. Wenn x ein Element von M ist, dann ist die Menge {x} ein Element von M.

Diese Konstruktionsvorschrift kann man dbersichtlich mit zwei Inferenzregeln
formulieren:
xeM
heM {x} e M

Die zweite Regel macht klar, dass M mit einer rekursiven Konstruktionsvorschrift
definiert ist. Man kann M auch mit einer rekursiven Gleichung definieren:

M = {#U{{x}|xeM}

Alternativ kann man M auch wie folgt definieren: Sei M die kleinste Menge, die ¢
enthalt und die unter Bildung von einelementigen Mengen abgeschlossen ist.
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2.4 Rekursive Definition von Mengen

Hier ist ein weiteres Beispiel fur eine rekursiv definierte Menge:
B = NU(B x B)
Alternativ kdnnen wir die Menge B durch zwei Inferenzregeln definieren:

x eN xeB yeB
xeB x,y)eB

Hier sind drei Elemente von B:
5, (5,2), B,(7,2), ((2,(4,9),(5,3)

Man kann B auch wie folgt definieren: Sei B die kleinste Menge, die alle Ele-
mente von N enthalt und unter Paarbildung abgeschlossen ist.

Als drittes Beispiel definieren wir eine Menge P C N durch die folgenden Infe-
renzregeln:

XxeP yeP z=Xx-y
3eP 5¢P zeP

Diese Regeln definieren P als die kleinste Menge, die 3 und 5 enthélt und unter
Produktbildung abgeschlossen ist. Alternativ kann man P durch eine rekursive
Gleichung definieren:

P = {3,5lU{x-y|xePAyeP}
Man kann P auch ohne Rekursion definieren:

P=({(3"-5"meNAneNAmMm+n>0}

Die allgemeine Form einer Inferenzregel ist

A]_ oo An
A
wobei n > 0 und A, ..., A, und A Aussagen sind. Man liest eine Inferenz-
regel als: Wenn A4, ..., A, gelten, dann gilt A. Man bezeichnet die Aussagen
Ai, ..., A, alsdie Pramissen und die Aussage A als die Konklusion der Inferenz-

regel. Die obigen Beispiele zeigen, dass Inferenzregeln ohne Pramissen sinnvoll
sein koénnen.

Rekursive Definitionen sind konstruktiv in dem Sinne, dass jedes Element der
definierten Menge durch endlich viele Anwendungen der definierenden Inferenz-
regeln konstruiert werden kann. Die Protokolle dieser Konstruktionen heiflen Ab-
leitungen und koénnen als Beweise fir die entsprechenden Elementbeziehungen
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2 Mathematische Objekte

X € X aufgefasst werden (X ist die rekursiv definierte Menge). Betrachten Sie
dazu noch einmal die rekursive Definition der Menge P:

xeP yeP z=x-y
3eP 5¢P zeP
Die folgende Ableitung zeigt, dass 675 € P:

1) 3eP mit Regel 1

(20 5¢P mit Regel 2

(3 9¢P mit Regel 3, (1), (1) und9=3-3

(4) 27e€P  mitRegel 3, (1), (3)und 27 =3-9

(5) 25€ P mitRegel 3,(2),(2)und25=5-5

(6) 675 € P mitRegel 3, (4), (5) und 675 = 27 - 25

Die Essenz dieser Ableitung kann durch einen sogenannten Ableitungsbaum uber-
sichtlich dargestellt werden:

3 3
\ /
3 9 5 5
\ / \ /
27 25
675

2.5 Konstruktion der nattrlichen Zahlen

Wir zeigen jetzt, wie man ausgehend von der leeren Menge eine Menge N kon-
struieren kann, deren Elemente man als die natiirlichen Zahlen auffassen kann.
Die Menge N definieren wir rekursiv wie folgt:

xeN
#eN {x} e N
Die naturlichen Zahlen entsprechen den Elemente von N wie folgt:
0 ¢
1 {¥}

2 {{v}
Als Néchstes definieren wir eine Additionsfunktion fiir N. Die Gleichungen

O+y=y
X+D+y=Kx+y+1
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2.5 Konstruktion der nattirlichen Zahlen

liefern uns die folgende rekursive Definition:

pluse N x N — N
plus(@, y) =y
plus({x}, y) = {plus(x, y)}

Bei der Definition einer Multiplikationsfunktion fir N helfen uns die folgenden
Gleichungen:

0-y=0
X+ -y=x-y+y
Damit bekommen wir:

male N x N —- N
mal(@, y) =@
mal({x}, y) = plus(mal(x, y), y)

Mit den Gleichungen
X—0=x
X+ -+ =x-y
kdnnen wir eine partielle Subtraktionsfunktion fir N definieren:
minuse N x N = N

minus(x, #) = x
minus({x}, {y}) = minus(x, y)

Die Konstruktion der natirlichen Zahlen und ihrer Operationen zeigt eindrucks-
voll, was man mit den grundlegenden mathematischen Konzepten Menge und Re-
kursion anstellen kann. In der Informatik bezeichnet man solche Konstruktionen
als Datenstrukturen. Spater werden wir mit dhnlichen Ideen viele interessante
Datenstrukturen in Standard ML konstruieren.

Ubungsaufgaben

Aufgabe 2.1 (Produkte und Summen) Geben Sie alle Elemente der folgenden
Mengen an:
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1. BxB
2. BYB

3. BuBwB
4. Bu (B x B)

Aufgabe 2.2 (Endliche Funktionen) Seien die Funktionen f, g € B> — B wie

folgt gegeben:
oGy | foy) [ g y)
(0, 0) 0 0
(0, 1) 0 1
(1,0) 0 1
1,1) 1 1

1. Beschreiben Sie f und g mit Lambda-Notation:

f=Ar(x,y)eB?. ...
g=xr(x,y) e B?. ...

2. Beschreiben Sie f und g als Menge:

{
{

}
}

f
9

3. Beschreiben Sie die Adjunktion f+{(0,0) — 1, (0, 1) — 1} mit Lambda-

Notation und als Menge.

4. Welche der folgenden Aussagen sind gultig:

fin
a) feB? =B
b) f+geB?>—~B

fin

) B2~B=B2—~B

fin

d B2-B=B>—>B

42

. Geben Sie eine injektive Funktion in B> — B an, die nicht surjektiv ist.
. Geben Sie eine injektive und surjektive Funktion in B2 — B an.

. Gibt es eine bijektive Funktion in B2 — B?
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2.5 Konstruktion der nattirlichen Zahlen

8. Geben Sie die Kardinalitaten der Mengen B? — B und B2 — B an.

9. Seien X undY endliche Mengen. Geben Sie die Kardinalitdten von X — Y
und X — Y an (mithilfe von | X| und |Y ).

Aufgabe 2.3 (Kaskadierte Funktionen) Sei die Funktion
f=1(x,y) eB?. ifx =ythenlelse0
gegeben.
1. Esgibt genau eine Funktion ' € B — (B — B) mit
Vx e BYy e B: f(x,y) = (f'(x)(y)
Geben Sie f’ mit Lambda-Notation und als Menge an.
2. Es gibt genau eine Funktion
Ke@®— (B— B) > (B>— B)
mit
VieB— B—B)Vx eBVyeB: (fx)(y) =KX, Y)
a) Geben Sie K mit Lanbda-Notation an.

b) Ist K bijektiv? Wenn ja, geben Sie die Umkehrfunktion von K an.

Aufgabe 2.4 (Rekursive Definition mit Inferenzregeln) Sie die Menge P C
NS rekursiv wie folgt definiert:

yeN x,y,2) e P
O0,y,00e P xX+1ly,z4+y) eP

1. Geben Sie eine Ableitung und einen Ableitungsbaum fir die Aussage
(3,5,15) € P an.

2. Beschreiben Sie P mit einer rekursiven Gleichung P = - - -.

3. Die Menge p = {((X,Y),2) | (X,Y,z) € P}isteine Funktion in N> — N,
Beschreiben Sie p mit Lambda-Notation.

Aufgabe 2.5 (Listen) Wir wollen endliche Folgen von natrlichen Zahlen durch
die folgenden Objekte reprasentieren:

1. Die leere Folge wird durch das Tupel () représentiert.
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2. Eine nichtleere Folge X1, ..., X, wird durch das Paar (x, r) reprasentiert,
wobei r die Reprasentation der Folge X», ..., X, ist.

Beispielsweise wird die Folge 2, 7, 4 durch das Objekt (2, (7, (4, {)))) représen-
tiert. Die Reprasentation einer Folge Xy, ..., X, bezeichnen wir mit [Xq, ..., Xp].

1. Definieren Sie mithilfe von Inferenzregeln die Menge
L={[Xs,...,%Xn]|n=0AXeNA---AX, e N}

ohne die []-Notation zu benutzen. Die Elemente von L werden als Listen
bezeichnet.

2. Definieren Sie die Funktion

lengthe L - N
length([X1, ..., Xp]) =n

ohne die []-Notation zu benutzen.

3. Definieren Sie die Funktion

sume L - N
sum([Xq, ..., Xp]) = Xg 4+ -+ + Xy

ohne die []-Notation zu benutzen.

4, Definieren Sie die Funktion

@elLxL—>1L
[Xl,---’xm]@[Yl,---, Yn]=[xl,---, Xmayla"'a yn]

ohne die []-Notation zu benutzen.

5. Definieren Sie die Funktion

reversee L — L
reverse([X1, ..., Xnl) = [Xn, ..., X1]

ohne die []-Notation zu benutzen.
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