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Aufgabe 2

7Zu zeigen ist: ® : V; — R ist ein R-Vektorraumisomorphismus.

Beweis:

1. zz.. ® : V; — R ist R-linear, d.h. ® ist ein Homomorphismus der R-
Vektorrdume V; und R*1,

(a)

Seien p, g € V; beliebig.

= ®(p+q) = (p+9(a), P+ (ar),....(p+ )™ a),...,
P+ (), (p+a) (@), ..., 0+ )" V(a,))
= (p(ar) + q(ar),p'(a1) + ¢ (@1),...,p"™ (a)) + ¢ D(ay),..
plar) + qla), p'(ar) + ' (ar), . ... p" D(ar) + 4" V(a,))
= (p(ar),p'(ar),....,p" " V(ar), ..., plar), P (ar), ..., p"™ " (a,))
+(g(ar), ¢'(ar),...,¢"  V(ar), ..., qlar). ¢ (ar), ... ,¢" V(a,))
= @(p) + 2(q)

(b)
Sei A € R, sei p € V; beliebig.
(A-p)(ar), A-p)(ar),.., (A-p) ™ ar), ...,
A-p)(ar),(A-p)(ar), ..., (A-p) "™V (a,))
( AP (ar), .. A p™ (), .
AP (ar), - .,)\-p(m’“*l)(ar))
pla),....p" Nar), ..., plar), P (ar), ..., p"" D (ar))

= ®(\p) =

1.(a) und 1.(b): = & : V; — R ist R-linear.



2.2.2.: ®: Vg — R ist injektiv.
Seien p, q € Vy mit ®(p) = ®(q). Zu zeigen p = q.

aip), ... ,p(ml_l)(al), —ooplan),p'(ar), ... ,p(m’"_l)(ar))
q(ay),... ,q(ml_l)(al), oo qan),d(ay),. .. ,q(mr_l)(a,,))

& plar) = q(ar) Ap'(ar) = ¢ (ar) A+ Ap™ D (ay) = ¢"™ D (ay)

RN p(ar) = Q(ar) /\p/(ar) = q/(ar) AREN /\p(mril)(ar) = q(mril)(ar)
Sp—q)(a)=0Ap—q) (a) =0A---A(p—q) ™ (a) =0 (1)
A... :
ANp—a)(a) =0A(p—q)(a) =0A---A(p—q) ™ (a) =0 (r)

Ist p — ¢ = 0 das Nullpolynom, so sind alle Bedingungen (1) bis (r) erfiillt.
Annahme: es gibt noch weitere Losungen p — ¢ # 0, fiir die die Bedingungen (1)
bis (r) gelten.

Dann folgt aus den Bedingungen (1) bis (r):

- p — q besitzt eine Nullstelle a;, die mindestens die Vielfachheit m; hat.

- p — q besitzt eine Nullstelle a,., die mindestens die Vielfachheit m, hat.

= p — q lasst sich folgendermaflen darstellen:

p—q)z) =c-(x—ay)" ... - (x —a)l -s(x), ¢ € RA pu > my fir
1=1,...,7 A s € V; ein Polynom.

Hieraus folgt einerseits:

deg (p—q) > pu+--+pp > my+---+m, = ij = d+1 (nach Voraussetzung).
j=1

Also: deg(p—q) > d+1 (I)

Andererseits gilt:
pEVaNqgeEVi=p+(—q) = p—q€ Vy da V; ein R-Vektorraum und somit
~——
eVy
(V4, +) eine abelsche Gruppe ist.
p—q€Vagdeg(p—q)<d ()

Die Bedingungen (I) und (II) stehen im Widerspruch zueinander:

= Die Annahme p — ¢ # 0 ist falsch.

= p — ¢ muss das Nullpolynom sein: p — ¢ = 0 < p = ¢, was zu zeigen war.
Damit ist bewiesen, dass ® : V; — R+ injektiv ist.



3. Dass @ auch surjektiv und somit bijektiv ist, ergibt sich aus Korollar 3 aus
,Lineare Algebra“ von Gerd Fischer (S. 118):

Satz: Seien V, W K-Vektorrdume mit dimV = dimW < oo, sei F : 'V — W
K-linear. Dann sind die Bedingungen F' injektiv, F' surjektiv, F' bijektiv gleich-
wertig.

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind im vorliegenden Fall erfiillt, denn:

K =R, V=V; und W = R™! sind R-Vektorrdume mit gleicher endlicher
Dimension, namlich:

dimVy=d+1<oo (1,z,...,2%) ist Basis von V; und

dimRT =d+1 < oo (e,...eqy1) ist Basis von R4FL.

AuBerdem ist ® : V; — R R-linear (bereits gezeigt).

—> & ist bijektiv.

SATZ

Aus 1.(a), 1.(b), 2. und 3.: ® : V; — R ist ein R-Vektorraumisomorphismus.

Aufgabe 4
U, W C R® Untervektorriume
4 2 6
0 1 1
U = span 2 1,1 11,1 3 = span(uy, ug, usz)
4 1 )
4 2 6
2 4 2
0 3 2
W = span 31,121, 3 = span(wy, wq, w3)
1 3 1
3 1 0

(a) Bestimmung von dim U:

Es gilt: ug =1-u; + 1 - uy = {uy, ug, ug} linear abhingig.

uy und uy sind (offensichtlich) linear unabhéngig, denn:

Sei A € R mit A - u; = uy fithrt u.a. auf die unerfiillbare Bedingung A - 0 = 1.
= U = span(uy, ug, uz) = span(uy,us) und (uy,us) ist eine Basis von U.

= dimU = 2.

(b) Bestimmung von dim W:
Priife, ob {wy, wsy, w3} linear abhingig oder linear unabhéngig ist.
Ansatz: A\; -wy + Ao -wy + Az w3 =0 (%)



201 4+ 4 4+ 2X3 = 0
3h + 2X3 = 0
3\ + 2N 4+ 33 = 0
Mo+ 3 + A =0
3M + A = 0
2 4 2 0
0 3 2 A1 0
A-X=0<1| 3 2 3 |- 2 ]=1020
1 31 A3 0
310 0
1 3 1 0
2 4 2 A1 0
<1323 (- X ]=1]10
310 A3 0
0 3 2 0
1 3 110 1 3 110 1 3 110 1 3 110
2 4 210 0 -2 010 0 -2 010 0 -2 010
3 2 3|0 | ~ 0O =7 0|0 |~ O 0 00 | ~ 1] O 0 410
3 1 010 0 -8 =310 0 0 =310 0 0 =310
03 210 0O 3 210 0 0 410 0O 0 010
1 3 1|0 = AM+3Nt+Am=0 2 =0
0 -2 010 = 2X=0& =0
0 0 00 VA1, Ao, A3 € R erfiillt
0O 0 010 VA1, A2, A3 € R erfiillt

(:§ {w1, wy, w3} linear unabhingig (also rang A = 3)

= (w1, wsq, ws) ist eine Basis von W
= dim W = 3.

(¢) Bestimmung von U N W und dimU NW:
SeiveUNW&sveUANAveW

= es gibt A\;,\a ER[v =X -ug + Ag-uy

und es gibt i1, po, 13 € R v = pig - wy + pip - wo + p3 - ws
= AUy + Ay ug — iy wy — s wo — i3 - w3 =0
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(d) Bestimmung von dim (U + W):

Nach der Dimensionsformel fiir Summen (siehe Fischer S. 100) gilt:
U, W,UNW C R sind Untervektorrdume des R?

= dim (U+ W) =dimU + dimW — dim (UNW)
=dimU+W)=2+3-1

&S dim(U+W) =4

Aufgabe 5

(a)

T C Gl(n,R) sei die Menge der Diagonalmatrizen.

zu zeigen: T ist eine kommutative Untergruppe von Gl(n, R).
Beweis:

1. zu zeigen: A BeT=A-BeT

Seien A, B € T. Dann haben A und B die Form:

aiq 0 bll 0
A= und B = ,ajj,bij]R V]E{l,,n}
0 (nn 0 bun,
a11bn 0
= A-B= ist wieder eine Diagonalmatrix ()



Weiterhin: A € T' C Gl(n,R)
= A ist invertierbar.

S rangA=n

<:>6ij7£0 Vje {1,,7’L}
Ebenso: B € T' C Gl(n,R)
= B ist invertierbar.

S rangB=n

<:>b]j7£0 Vje {1,,71}

=>a]]b”7é0 Vi€ {1,,71}

s rang(A-B)=n

& A - B ist invertierbar.

< A-BeGl(n,R) ()

Auf () und (f) folgt: A-B e T.

2. In T gilt das Assoziativgesetz, denn:

Gl(n,R) ist mit der Multiplikation von Matrizen als Verkniipfung eine Gruppe,
deshalb gilt das Assoziativgesetz in Gl(n,R) und wegen 7' C Gl(n,R) gilt das
Assoziativgesetz auch in T'.

3. In T gilt das Kommutativgesetz, denn:
A, B € T beliebig.

a1l 0 bll 0
= A-B= :
0 QApn 0 bnn
anbn O bnan O
0 annbnn . 0 bnnann
b11 0 a1 O
e — B . A
0 brn 0 Qnn

(%) die Multiplikation in R ist kommutativ.

4. Die n-reihige Einheitsmatrix
1 0

E, = € T ist das neutrale Element in 7.

10



Esgilt: A-E,=A=F,-A VAeT.

5. AeT = AeGl(n,R)
Dann folgt (nach Def. von Gl(n,R)):
zu A gibt es ein Inverses A" in Gl(n,R), ndmlich die Diagonalmatrix

al_ll 0
A =

0 a,}!
A" €T, denn:

Ausaj; #0 Vie{l,...,n}=a; #0 Vje{l,...,n}.
=rangA' =n=A €T C Gl(n,R).
A’ ist invers zu A, denn:

a1y 0 ar 0 1 0
A A = .

0 nn 0 a-l 0 1
wegen 3. gilt entsprechend: A" - A = E,,.

Mit 1. bis 5. ist gezeigt, dass T' eine kommutative Untergruppe von Gl(n, R) ist. [J

(b)

Aus Aufgabe (a): T ist die Menge aller Diagonalmatrizen, bei denen sédmtliche
Diagnonalelemente ungleich 0 sind.

Sei A = (a;;) € M(n xn,R), sei D € T beliebig

=D= (djk)7 ],k € {17,77,}

/\djk:(),ﬁ'll"j#k N djk#O,furj:k(*)

= A-D = (ci) € M(n xn,R), wobei fir (c;) gilt:

Cik = E ij - djx = E aij -« djr, +aig - dy,
Jj=1 J#k =0

=0
Also gilt: A-D= (Czk) mit ¢ = ai - dppe 1,k € {1, .. ,n} (I)

Die gleichen Matrizen A und D wie oben werden nun mit lediglich verdnder-
ten Indexvariablen wie folgt notiert:

11



(ajr) € M(n x n,R) und
j j j

(¥)
= D-A=(d;) € M(n xn,R), wobei fir ¢, gilt:

Cik = dij . ajk = dij 'Cij +du * k-
j=1 ™

it

A
D

Also gilt: D - A = (c;) mit ¢, = dj; - ai 1,k € {1,...,n} (II)

Nach Vor. soll gelten: AD = DA fiir alle D € T.

= ¢ = ¢y, fiir jedes i,k € {1,...,
o Cir, = Cy, fiir jedes ¢ { n}
< i dge = dig - Qg
(DA(IT)

S - (dpe —di) =0 (I1T)

(111)
Sa-0=0 a; €R beheblg

Sei nun k # i: Gleichung (II1): a - (dgx — dii) = 0 soll n. Vor. fiir alle (invertier-
baren) Diagonalmatrizen D, also fiir jede beliebige Wahl der Diagonalelemente

dik, di; # 0 gelten (insbesondere auch in den iiberabzidhlbaren unendlich vielen
Fallen, in denen dy; — d;; # 0 ist).

w=O0fir k£, i ke{l,. .. v
(1:1>1) g ir k #14, i,k € n} (IV)
Damit ist bewiesen: Die Matrix A ist wegen (IV) eine Diagonalmatrix. O
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