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Aufgabe 1

(a)
U= {(z,y) €R*|y >0} #0

(I,1) eU,day=12>0 gilt.
aber: (—1)-(1,1) = (—=1,—-1) €U, day = —1 > 0 nicht gilt.
= U ist kein Untervektorraum des R
(b)
S:i={(zr,y) eR* |2 +¢* <1} #0
(0,1) € S,da0*+ 1% < 1(w)
(1,0)€ S, da1*+0* <1 (w)
aber: (0,1) + (1,0) = (1,1) € S, da 1* + 1* < 1 nicht gilt.
= S ist kein Untervektorraum des R?.
()
W =RA\{0} = R*\{(0,0)}

ist kein Untervektorraum des R?, denn:
das neutrale Element (0,0) ¢ W, somit ist (W, +) keine (abelsche) Gruppe und
damit kann W kein Vektorraum sein.

Aufgabe 2
Vektorraum V; = {p € R[z]|degp < d}, d > 2.
B=(1,z,22, ..., 2% ist eine Basis von Vj,

=dmV;=d+1.

(a)

Uy = {p € V4| p(0) = 0} ist ein Untervektorraum von Vy, denn:

UV 1:
U, # 0, denn p(z) = 2 € Uy, da p(0) = 0 ist.

UV 2:

p1, p2 € Up = p1(0) = 0 und pa(0) =0

= (p1 +p2)(0) = p1(0) + p2(0) =0+0=0
= p1 +p2 € Uy

UV 3:
Sei AeR; pelU; =p(0)=0



S ()(0) = A+ p(0) = A-0 =0
= \pel;.

Bestimmung einer Basis von Uy:
Ist p(x) = ag + a1 + - - - + agz® € U; beliebig. = p(0) =0 < ag =0
= p(x) = a1z + - -+ + agzt.

Jedes Polynom p(z) € U, ldsst sich also eindeutig als Linarkombination von Po-

lynomen aus By = (z,2?,...,2%) darstellen.
= By = (2,22, ..., 2% ist eine Basis von U,
= dimU, = d.

(b)

Uy = {p € V4| p(0) = 1} ist kein Untervektorraum von V,, denn:
plx)=x+1€U,, dap(0) =1

q(z) =2x+1€Uydaq(0) =1

aber: fiir (p+ q)(z) = p(z) + q(z) = 3z + 2 gilt:

(p+q)(0) =p(0) +¢(0)=1+1=2

=p+qé&U.

(c)

Us = {p € Vg|p(1) = 0} ist ein Untervektorraum von V;, denn:

UV 1:
Us # 0, denn p(x) =x — 1 € U;, da p(1) = 0 ist.

UV 2:

p1, P2 € Us = pi(1) =0 und po(1) = 0.
= (p1+p2)(1) =p1(1) + p2(1) =0+ 0=0.
= p1+p2 € U3.

UV 3:

Sei A eR; p € Us=p(1) =0.
= Ap)(1)=A-p(1)=X-0=0.
= A\p € Us.

Bestimmung einer Basis von Us:

Sei p(z) = ap+a1x+ax?®+- - +agx? € Usbel. = p(1) = ag+a; +as+...a9 =0
&~ 0g = —a1 — Ay — - — Qq

= p(x) = (a1 —ay — -+ — ag) + a1x + a2 + . .. agx?

S p(z) = (a1 —ay) + (agx® — ag) + - - + (agz? — ag)
spr)=a-(x—1)+ay- (2> —=1)+ - +aq- (2 —1)

Jedes Polynom p(x) € Ujs lasst sich also eindeutig als Linearkombination von
Polynomen aus B3 = (z — 1,22 —1,...,2% — 1) darstellen. Bs ist somit eine Basis
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von Us = dim Uz = d.

(d)

1
Uy ={peVy| / p(z)dz = 0} ist ein Untervektorraum von V;, denn:
0

UV 1
Uy # 0, denn p(z) =z — 1 € Uy, da

1 1 1 11 11
/(x——)dx: 1’ — x| =-—==0.
0 2 2 2 2 2

0
UV 2
1 1
p1,p2 €Uy = [ pi(x)dz =0 und / pa(z)dx = 0.
0 0

> [ o+ )@ = / (91(2) + pa(2))da

1 1
= / pl(x)dx+/ po(z)dzr =04+0=0
0 0

= p1+p2 € Uy

UV 3: )
Sei A € R, peU4:>/ (x)dx =0

:i/'@ (m_L}xm)d A:A}@MmzAﬂzO

= \p € Uy.

Bestimmung einer Basis Von U4
Sei p(r) = ag + ayx + aQ:B + -+ aqv? € U, beliebig.

:>/ (x dx:()<:>/(a0+a1x+a2x2+---+adxd)dx:0.
0

1 1 1 '
{aox + a1z’ 4 agr® 4+ agr™| =0.

2 3 d+1 0
1 1
:> — J— PR g
a0+2a1—|—3a2+ +k—|—1ak+ —|—d+1ad
- 1 1 1 1
an = ——aQ1 — —Qo9 — *++* — ar — *** — a
07— Tt 3™ k1" d+1 ¢
i
= aqy= —
R EE
= p(x) Loy ! L it aztagt -+ a
r)= ——a1——=a9— — — — a aA1rT0a9x R 0 7% b . ..Qqr
p 2132 ]f+1k d—l-lil 2 k 1d
pla) = au(w = 5) +agla’ = )+ anet — ) (et )



ep@) =Y g — ——)

, Jj+1
7=1
Jedes Polynom p(z) € U, lésst sich also eindeutig als Linearkombination von Po-
1 1 1 , 1
o a0 B = (3. 2° .2t ) = (0 )= L

darstellen. B4 bildet somit eine Basis von U,. = dim U, = d.

(e)

Us ={p € Vg|p'(0) + p"(0) = 0} ist ein Untervektorraum von V;, denn:

UV 1.
Us # 0, denn: p(x) = 2% — 2z € Us, da
p(r) = 2x—2
=p(0) = -2
pi(z) = 2
=p"(0) = 2

= p(0) +p/(0) = ~2+2=0

UV 2:

p1, p2 € Us = pi(0) + p{(0) = 0 und py(0) + p5(0) =0

= (p1 +p2)'(0) + (p1 + p2)"(0) = (p1 + p2)'(0) + ((p1 + p2)'(0))’

= (p1 +1p2)'(0) + (Pl(o) + p2(0))" = (p1(0) + p5(0)) + (p7(0) + p5(0))
= (p1(0) + pY(0)) + (p5(0) + p5(0)) =0+ 0=0

= p1+p2 € Us.

UV 3:

Sei A€ R, peUs=p(0 )+p”(0)):0
= (Ap)'(0) + (Ap)"(0) = Ap'(0) ((Ap)’(O))’ AP'(0) + (Ap'(0))
= Ap/'(0) + Ap"(0) = A(p (O) p"(0)) =

= \p € Us

y
o
I
o

Bestimmung einer Basis von Us:
Sei p(z) = ag + a1z + axx® + - - - + agz? € Us beliebig.
= p(0)+p"(0) =0 (*)

p(x) = ay + 2apw + 3azx® + -+ d - agr®t, d > 2
=p0)=a (1)

p'(x) =2ay +6asx +---+d-(d—1)-aqz??, d>2
(Bem.: fiir d = 2 ist p”(z) = 2as)
= p"(O) = 2@2 (2)



(1) und (2) eingesetzt in (*) ergibt:
a1+ 2a9 =0 a1 = —2a9 (**)

Fird=2:

p(z) = ap+ ax + axa’

-y p(z) = ag+ (—2a2)z + ayr?
Splr) = a1+ ay(a® —27)
Wegen der eindeutigen Darstellung von p(z) € Us als Linearkombination von

1, 22 — 2z ist By—s = (1, 2* — 2x) eine Basis von U fiir d = 2.

Fiir d > 3 :
p(:l?) = ao+a1x+a2x2+a3x3+...+ad$d
(g) p(.fE) = ap+ (—2a2)x + (12.232 + a3gj3 4+ .4 ada:d
Spr) = ap-14as- (2° —22) + asz® + - + agx?
Wegen der eindeutigen Darstellung von p(z) € U, als Linearkombination von
Polynomen aus Byss = (1, 2% — 2z, 23, ..., 29) ist Bys3 eine Basis von Us fiir
d> 3.

= dimUs = d.
insgesamt: dim Us = d fiir d > 2.

(f)

Us = {p € Va|p'(0) - p”(0) = 0} ist kein Untervektorraum von V;, denn:

Sei p(z) = x:

’B\
—~ /\\ —~
~ \t@/ ~— —
I
[l el

=p(0)-p"(0)=1-0=0=p e Us.



Sei q<3§‘) = ;[2:

d(x) = 2z
=q¢(0) = 0
q//(x) —

:> q//(o)

= ¢'(0)-¢"(0)=0-2=0=q € Us.

Bilde:

(p+a)(@) = plr)+ql@) =2+’
=(p+q) (r) = 1+20=(p+¢(0)=1
= (+q'(@) = 2=@p+q9"(0)=2

= (+9)0)-p+q)"(0) = 1-2=2#0
=p+q¢Us
Aufgabe 3
0 —2
1 -2 3 —4 1 —1
_(—3 2 -1 0)’3_ 2 0
2 1
0 —2
1 -2 3 —4 1 -1 8 4
AB_(—s 2 -1 0)' 2 0 ( 0 4)
2 1
—2 6 —4 2 0
~1 1 -2 3 —4 4 —4 4 —4
Ba= 0 '(—3 2 —1 o)‘ 2 -4 6 -8
1 0 —4 8 —12

Es ist offensichtlich, dass man bei AB eine 2x2-Matrix und bei BA eine 4x4-
Matrix erhélt. Somit kann man AB # BA auch ohne Rechnung einsehen.
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Aufgabe 4

11 1 1 1 1
1 2 3 4 x2 | 5
14 9 16 rs | 25
1 8 27 64 x4 125
11 1 1] 1
1 2 3 4] 5
1 4 9 16| 25
1 8 27 64125
11 1 1] 1
- 01 2 3| 4
0 3 8 15| 24
0 7 26 63124
11 1 1)1
- 01 2 3|4
00 2 6|12
0 0 12 42|96
111 1)1
012 3|4
o d
0 0 2 612
0 00 624
=>x4=4; 13 —6; 2o=4; ;1 =—1
-1
N 4
= Los(A,b) = 6
4
Aufgabe 5

(a)

Gegeben: V ein [F,-Vektorraum mit dimg, V = d, d € N und F, = Z/p der end-
liche Restklassenkorper mit p Elemeneten, p eine Primzahl.

Beh.: V hat p? Elemente: |V| = p?.



Beweis (durch vollstandige Induktion iiber dimg, V' = d):

Induktionsanfang:
d=0<%<dimg, V=0V ={0,} (Nullvektorraum)
V] =1=p° (ok)

Induktionsannahme:
Fiir einen beliebigen Vektorraum V iiber F, gelte: dimg, V = d = |V| = p*.

Induktionsbehauptung:
Dann gilt auch: dimg, V = d +1 = V besitzt eine Basis B = (vy, ..., v441) mit
(d+1) Vektoren.

Beweis:

Betrachte spang,(v1,...,vq). spang,(vy,...,vq) ist ein Untervektorraum von V
mit der Dimension d.

= spang, (v1, . .., vq) hat p? Elemente. spang, (v1, ..., v4) besteht aus allen (mogli-

chen) Linearkombinationen, die man aus den Basisvektoren vy, ..., vy mit Skala-
ren aus I, bilden kann:
’U:fr_l.ful_i_..._i_ﬁ.vd

wobei 71, ...,7q € F, jeweils alle Werte aus I, annehmen.

Seiv' =T vy + -+ T Va+Tar1 - Vay1, Tar1 € Fp.

Alle Vektoren v’ entstehen aus den Vektoren v dadurch, dass man jedem dieser
p? Vektoren einen Summanden der Form 747 - v441 hinzufiigt. Dies ist wegen
Tar1 € F, und |F,| = p auf jeweils p Arten moglich. Demnach gibt es insge-
samt p? - p = p®! verschiedene Vektoren v’. Der Vektorraum V mit der Basis
B = (v1,...,v4,v4:1) besteht gerade aus der Gesamtheit der Vektoren v'. V' hat
somit p?*! Elemente. O

(b)
Betrachtet wird der Q-Vektorraum R.
Beh.: dimgR = oo.

Beweis:

Annahme: dimgR = r < oo.

= der Q-Vektorraum R besitzt eine endliche Basis (by,...,b,) der Lange r.

= fiir jedes x € R gibt es eine eindeutig bestimmte Darstellung als Linearkom-
bination der Basisvektoren mit rationalen Koeflizienten.

Also:
r=0a1 b+ F+a b, a,...,a, €Q, VreR (¥)



Betrachte alle r-Tupel der Form (ay,...,a,.) € Q".

Da Q abzahlbar ist, ist auch Q" abzéhlbar. Deshalb gibt es nur abzahlbar viele
r-Tupel (aq,...,q;).

Folglich konnen nur abzdhlbar viele Vektoren z € R gemé8 (*) dargestellt wer-
den.

Daraus folgt, dass R abzdhlbar ist. Dies steht im Widerspruch dazu, dass R nicht
abzahlbar ist. ([l
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