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§ 33 Methode der kleinsten Quadr ate

33.1 Problemstellung

In einem Experiment interessiert man sich fur die Beziehung zwischen zwei Variablen x und
y. Hierzu hat man viele Wertepaare (x,, Y, ).....(x,,y,) gemessen. Die Messungen kénnen
Fehler und statistische Schwankungen enthalten. Man mdchte nun die Beziehung zwischen x

und y durch ein einfaches Polynom y = Z a, x“™" beschreiben (z.B. m= 2, Gerade;
k=1

m = 3, Parabel) und sucht die optimalen Koeffizienten a ,a,,...,a,,.

m=2 m=3

v
v

33.2 Methode der kleinsten Quadrate

Jede der n Messungen (xi,yi) beschreibt eine lineare Gleichung in den Unbekannten

al,az,...,am:
2 m-1 _
a, +a X +azx '_*'---+amx1 =Y
2 m-1 _
a, +a2xn ‘|'613Xn +...+aan =Y.

Im Allgemeinen hat man sehr viel mehr Gleichungen als Unbekannte (n>>m) und das
lineare Gleichungssystem

X (3 (W

m-1
1x,...X, a, Y.
N — ) = —_

M a y
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ist nicht konsistent (einige Gleichungen widersprechen sich).
Bel spiel sweise kann man nicht erwarten, dass 50 Messpunkte auf einer Geraden liegen.
Da das Gleichungssystem Ma = y nicht exakt |6sbar ist, sucht man stattdessen eine

Lésung a”, die den quadratischen Fehler

|Ma_y|2 :(zakxlk_l_ﬁﬁj +---+(Zaer|:_l_Ynj
k=1

minimiert. (Ausgleichskurve, Regr essionskur ve)

Wir suchen also das Minimum der Funktion

f(aa,)=(Ma-y) {Ma-y)
=a'M'Ma-a'M'y-y'Ma+y'y
\_ﬁr_J
a'MTy

=a'M'Ma-2a'My+y'y

Notwendige Bedingung:

=M'Ma+a™™M'M -2MTy=2M"Ma-2M "y

MTMa

g
! &,
a
A,

Die Losung a” |6st also die so genannte Nor malengleichung

M"™Ma=MTy mitn Gleichungen und m Unbekannten.
Wenn M ™M invertierbar ist, gilt also

a’=(M"™™M) M7y,
Man nennt

M*=(M"M) M7

die Pseudoinver se (M oor e-Penr ose-I nver se) der (nicht invertierbaren!) nxmMatrix M.

Bemerkungen:

(@) Man kann zeigen, dass a” tatsichlich ein Minimum von f(a) ist.

(b) M™M istinvertierbar, falls m der n Gleichungen des Systems Ma=Yy linear unabhangig
sind, d.h. rang(M) = m.
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Damit haben wir am Beispiel der Ausgleichsrechnung ein allgemeines Verfahren hergeleitet,
um ein Uberbestimmtes (und i.A. inkonsistentes) Gleichungssystem zu ,,|0sen”:

33.3 Pseudol6sung Uber bestimmter Gleichungssysteme

Sein>m, AOMat,,(R) rang(A)=mund bOR".
Falls das Uberbestimmte lineare Glei chungssystem Ax=b inkonsistent ist, ist es nicht |6sbar.
Es existiert jedoch eine eindeutige Pseudolsung X", die den quadratischen Fehler

|Ax—b|2minimiert. Sie ist gegeben durch x =A'b mit der Pseudoinversen
A= (AT A" AT

Bemerkuna: )
Pseudolosungen spielen auch in der Informatik eine wichtige Rolle. Uberbestimmte

Gleichungssystemstreten z.B. bei der Suche in Internetdatenbanken auf.

33.4 Beispie

Man bestimme mit der Methode der kleinsten Quadrate die Naherungsgerade der Punkte
(0,2); (1,.3); (24); (3,4).

L Osuna:

Wir suchen die Koeffizienten a,,a, der Geradengleichung y = a, +a,Xx.
Hierzu haben wir 4 Bestimmungsgle chungen:

1=a +a,0

3=a +a,l

4=a +a,2

4=a +a,3

Das Uberbestimmte Gle chungssystem lautet Ma=y mit

10 1
11 3
M = a:a1 y=
1 2 a, 4
1 3 4
10
T 111 1)]11 4 6
M'M = =
012 3|1 2 6 14
1 3
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(M™™)*=.. :%(_73 _2 )

Damit lautet die Pseudoldsung von Ma=y:

4 = a, Z(MTM)_lﬂ\/ITy:i 7 -3)/({1 1 1 1
a, 10{-3 2 01 2 3

Die Ausgleichsgerade lautet also: y =15+ X

(%)

A b WP

33.5 Robuste Statistik

Einige statistische Operationen wie die Mittelwertbildung durch arithmetisches Mitteln sind
sehr anfalig gegentiber Ausreil3ern. Es gibt jedoch kaum Verfahren der robusten Statistik, die
kaum empfindlich gegeniiber Ausreif3ern sind.

Beim Beispiel der Mittelung ersetzt man hierbel das arithmetische Mittel durch den so
genannten M edian. Bei 2n+1 Messwerten X, ,..., X,,, ordnet man hierzu die Werte in
aufsteigender Rethenfolge. Der Median ist damit das (n+1)-te Element in dieser Reihe. Er ist
robust gegenuiber Ausreif3ern.
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