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8§32 Wichtige Verteilungen

Es gibt in der Wahrscheinlichkeitstheorie Verteilungen, die sehr héaufig auftreten:
Binomialverteilung, Poissonverteilung und Normalverteilung.

32.1 Binomialverteilung

Wir betrachten ein Experiment, das aus einer n-fachen Wiederholung eines Einzel experiments
mit zwei verschiedenen Ausgangen O und 1 besteht. Das Ergebnis 1 habe die
Erfolgswahrscheinlichkeit:

Q:={03" ={ @ @)l { O} =Lt}

32.2 Beispidl
(Zufallsabhangigkeit sportlicher Entscheidungen)

Abel und Kain tragen ein Tischtennistunier mit » = 1,3,5,...(2m+1) Spielen aus. Wer die
Mehrheit der Einzelspiele gewinnt, ist Sieger. Abel gewinnt ein Einzelspiel mit der
Wahrscheinlichkeit 0,6. Wie grol3 sind die Siegchancen fiir den schlechteren Spieler Kain?
Kain siegt, wenn Abel S, <m Erfolge erzielt. Die Wahrscheinlichkeit hierfr betragt:

P(Ssm)=b,,(0) +b,,@)+...+b, (m)

Abel gewinnt gewinnt gewinnt
kein Spiel einSpiel mSpiele
Pascal-Dreieck:
1
1 1
1 2 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
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1 0 1
n=1:P(S =| ,[06" 04" =04
3 0 3 1 2
n=3:P(s =106’ @4+ 06 [0,4° = 0,352
5 0 5 1 4 5 2 3
n=5:P )= O06 [0,4° + 0,6 [4°+| ) 067 [0,4° =031744

Esist also gar nicht so unwahrscheinlich, dass der schlechtere Spieler das Tounier gewinnt.

32.3 Die Poisson-Verteilung

Fir grole n wird das Arbeiten mit der Binomialverteilung unhandlich. Ist p klein
(O <p< 0,1), S0 gibt es eine gute Approximation, die Poisson-Vertellung

plk) ::Fe-” mit A>0undk=0,12,...

Nun kann man zeigen, dass p(k) fir A =npdie Binomialverteilung b, (k) approximiert.

Durch Umbenennung von ,, Erfolg” und ,, Fehlschlag” ist die Poisson-Verteilung auch fur
0,9 < p <1 anwendbar.

32.4 Reales Beispiel (Der grof3e Jubilaumstag)

Genau in einem Jahr feiert ein grol3er Betrieb seinen hundertsten Geburtstag. Die Direktion
beschliefdt, alen Kindern von Betriebsangehotrigen, die an diesem Tag geboren werden, ein
Konto mit EUR 3000 anzulegen. Da rund 730 Kinder pro Jahr geboren werden, rechnet man
mit Auslagen von EUR 6000. Um Zufallschwankungen vorzubeugen, plant man EUR 15000.
Wie grol3ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Geld nicht reicht?

Es werden » = 730 Kinder pro Jahr geboren mit Wahrscheinlichkeit p =3_25’ dass der

Geburtstag auf den Jubilaumstag féllt = A =np =2. Das Geld reicht nicht, fals £ >6
Kinder geboren werden.

P(k 2 6)=1- p(k <5)=1- p(0) - p(1) - ...~ p(5)
0 1 5

—1—2—e 2 —2—6_2 - 2—e 2 =0,0168.
o 1 5

Man braucht nicht mit Zufallsiiberraschungen zu rechnen. (Bemerkung: Am Jubildumstag

wurden 36 Kinder geboren! Die Direktion hat es verstanden, ihre Mitarbeiter zu
aul3erbetrieblichen Tétigkeiten zu begeistern.)
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32.5 Die Normalverteilung

Die Normalverteilung ist ebenfalls eine Approximation an die Binomialverteilung fur grof3e
n. Im Gegensatz zur Poissonvertellung liefert sie insbesondere fur p =05 gute
Approximationen. Viele Zufallsvariablen, die bei Experimenten und Beobachtungen in der
Praxis auftreten, sind normalverteilt.

Zufallsvariablen sind nicht immer diskret, sie kdnnen auch oft jede beliebige Zahl in einem
beliebigen Intervall [a,5] annehmen. Man interessiert sich dann fir P(a< X <b), die

Wahrscheinlichkeit, dass das Ergebnisin [a,5] liegt.

Gibt esin diesem Fall eine Funktion f(x) mit P(a < x<5)= [ f(x)dx und

S C—

(i) /(x)=0
(ii) _jf(x)dle,

dann nennt man f'eine Dichte.

ﬁmg .
a b

Ist x eine kontinuierliche Zufallsvariable mit der Dichte ¢(x) =

{2
ex —7 , S0 kann man

5]~
N

P(a < x < b) mit der Stammfunktion ¢{x) berechnen:

P(a Sx< b) = q(b)—(da).

#(x) nennt man nor male Dichte und ¢(x) ist die Standard-Nor malverteilung.

Wendepunkt ] ﬁendepunkw

¢ ist nicht analytisch auswertbar, liegt aber tabelliert vor. Eine allgemeine Normalverteilung
(Gaul3verteilung) mit Mittelwert ¢ und Standardabweichung ¢ hat die Dichte

Seite- 3 -




SS 2002 Mathematik fir Informatiker 11 — Teil D

e

Die Standardnormalverteilung entspricht also x = 0 und o =1.

5(x) S R —

Esagilt:

Plu-o< X < u+0)=~68%
P(u-20< X < u+20)=955%
P(u-30< X < y+30)=99,7%

Man kann zeigen: Eine Binomialverteilung mit » Einzelexperimenten mit Wahrscheinlichkeit
p lédsst sich durch algemeine Normavertellung mit Mittelwert

U=np und
Standardabweichung o = \/np\l— p) approximieren:

1
n k(l )_k k+—=—np k—E—np
b, (k)= -p)t = -
o) (kjp g Jnp(L-p) Jnp(L-p)

32.6 Beispie

Wie grol3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass in 6000 Wurfen eines Wirfels die Sechs
mindestens 1100 Mal auftritt?

Hier ist n = 6000, p:%.

Eine entsprechende Gaul3verteilung hat den Mittelwert

u = np = 1000 und die Standardabweichung o =/ npil— pi = 1/6000 D:; 56 = 28,87%.
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Gesuchte Flache
1 - d(3.64) =0.00028

I
1000 1028.87 1100 = 1000 + 3.46 0
VI M+o n+3460
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