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831 Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz

Oft will man den Ergebnissen von Zufallsversuchen reelle Zahlen zuordnen (beispielsweise
als Gewinn bei einem Glucksspiel). Hierzu bendtigen wir den Begriff der Zufallsvariablen.

Definition 31.1

Sei Q ein Stichprobenraum. Eine Funktion X, die jedem Ergebnis «. [1Q eine reelle Zahl
X (@) zuordnet, heift Zufallsvariable.

Bemerkuna:
Eine Zufalsvariable ist weder zufallig noch eine Variable, sondern eine Funktion. Man kann

sie sich stets als Gewinn bei einem Gliicksspiel vorstellen.

31.2 Beispie

Eine faire Minze mit Seiten 0 und 1 werde 3 Mal geworfen. Die Anzahl der Einsen sel der
Gewinn. Man kann Q ={000,001..,11} as Stichprobenraum und den Gewinn als

Zufallsvariable X (w) auffassen.

Ergebnis « 000 [ oo1 [ 010 [ 011 | 200 | 101 | 110 | 111

Gewinn X (w) 0 1 1 2 1 2 2 3

Wahrscheinlichkeit P(e) | ~ | £ | X | 1 1 1) 1 91
8 8 8 8 8 8 8 8

Verschiedene Ereignisse aw,, w, kdnnen zum selben Gewinn fuhren.

Definition 31.3

Eine Verteilung P, ener Zufallsvariablen X ordnet jedem Wert xOX ene
Wahrscheinlichkeit P, (x) zu.

31.4 Beispie

Im Beispiel 31.2 konnen wir dem Gewinn folgende Wahrscheinlichkeiten zuordnen:

Gewinn X

Wahrscheinlichkeit P, (X)

©olr|Oo
Olw(kF
©0lW|N
Ol |w
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Oft veranschaulicht man die Verteilung einer Zufallsvariablen durch ein Histogramm:
PX (X) A

%_
%__

Bemerkung:
Da wir hier meist nur diskrete Zufallsvariablen betrachten, sind die Vertellungen ebenfalls
diskret.

Interessiert man sich fir den Durchschnittsgewinn je Versuchswiederholung, gelangt man zu
dem Begriff des Erwartungswertes.

Definition 31.5

Unter dem Erwartungswert E(X) einer (diskreten) Zufallsvariablen X versteht man das

gewichtete Mittel der Funktion X Uber Q, wobei jeder Wert mit seiner Wahrscheinlichkeit
gewichtet wird.

£(X)= 3 X P

31.6 Beispie

Fur die Zufallsvariable X aus 31.2 erhdt man den Erwartungswert
E(x):Oﬁ+1@+1@+2@+1@+2@+2&r+3ﬁ
8 8 8 8 8 8 8 8

3

2

Bequemer hétte man den Erwartungswert mit der Verteilung P, berechnet (vgl. 31.4):
E(X):OB]—.+1|£+2|£+3D]:
8 8 8 8

_3
2

Esgilt also auch:

E(X)= D> xP(¥)
XOX (Q)
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Bemerkung:
Bel kontinuierlichen Zufallsvariablen verwendet man Integral e statt Summen.

Mit dem Erwartungswert |8sst sich gut arbeiten, daer linear ist:

Satz 31.7 (Linearitat des Erwartungswertes)

Seien X,Y Zufalsvariablenund a, SR . Dann gilt:
E(ax +BY)=aE(X)+ FE(Y)

Beweis:

Elax +41)= T (ox(a)+ V(o) Ple)
0¥ x(wPle)+ B3 ¥(Ple)
- ae(x)-+ fE(Y) qed

31.8 Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Wir wissen: E(X +Y)=E(X)+E(Y).

Gilt jedoch auch E(XY) = E(X)E(Y)?

Man kann zeigen, dass dies dann gilt, wenn X und Y unabhangig sind, d.h.
P(X =a)n (Y =b))=P(X =a)P(Y =b) Da,b

31.9 Beispiele
a)
0 20 Gliicksrad mit 4 Ergebnissen, auf denen die
@ R Zufdlsvariablen X (&ulRerer Ring) und Y (innerer
Qy Ring) definiert sind
20 0
E(x)= Lo+ im+imo+im=10
4 4 4 4
E(Y)=1[o+1mo+1[m+1ﬂo=5
4 4 4 4

E(XY):%E?_O[(D+%[0)ELO+%DZO[G)+%[(DELO:O¢ E(X)E(Y)
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b)

X und Y sind hier nicht unabhangig: Das Ereignis Y =0 hat die Wahrscheinlichkeit %
Weil3 man jedoch, dass X =20 eingetreten ist, dann hat Y =0 die Wahrscheinlichkeit 1.

0

)
\2|10/

o0 [100

E(x)=%[50+%moo+%[50+%moo=75

E(Y):lmo+lmo+1@_+lnz:6
4 4 47 4

= E(X)E(Y) =450

E(xv)=1mom0+ 2 mo0mo+imome + L moore = 450 = E(X)E(Y)
4 4 4 4

Xund Y sind unabhangig:
Y =2 und Y =10 sind gleich wahrscheinlich. Weil3 man z.B., dass X =50 eingetreten
ist, sosind Y =2 und Y =10 noch stets gleich wahrscheinlich.

Haufig ist man nicht nur am Erwartungswert interessiert. Man mochte auch wissen, wie stark
eine Verteilung um den Erwartungswert streut. Hierzu dienen die Begriffe Varianz und
Standardabwei chung.

Definition 31.10

Sei X eine Zufalsvariable mit Erwartungswert = E(X). Dann versteht man unter der
Varianz V(X)=o? den Erwartungswert von (X — u):

o =V(x)= E[(x - )

o= X) nennt man die Standar dabweichung (Streuung) von X.

31.11 Berechnung der Varianz

Wegen der Linearitét des Erwartungswertes und wegen E(const.) = const. gilt:

E((X - )= E(X? - 2uX + 1?)
= E(Xz)—2y5(§+5£@= E(x?)- w2

=u :IUZ

Wir erhalten damit eine wichtige Formel zum Berechnen der Varianz:

o2 = E(Xz)—/,lz
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31.12 Beispid

Sei X der Gewinn auf dem Glicksrad

My

mittlerer Gewinn:

1 1 1
—E(X)= 1R+ B+ oB=3
p=E(X) S 2By

E(x?)=tm+lm+ime=11
2 3 6
Varianz:
0% =E(X?)-p? =11-9=2
Standardabwel chung:
g=+2

Satz 31.13 (Eigenschaften der Varianz)

Sei X eine Zufalsvariable und seien a, SR . Dann gilt:

i) V(ax)=a?v(X)
i) V(X+p8)=Vv(x)

Beweis:

i) V(ax)=Elax -au)?)= Ela*(x - x)?)

i) V(X +B)=E(X +B-(u+B))

Letzte Vorlesung: Standardabweichung o
Erwartungswert streut. L&sst sich dies prézisieren?

g.ed.

ist MalR dafir, wie stark X um seinen

Satz 31.14 (T schebyschew-Ungleichung)

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Zufalsvariable X von ihrem Erwartungswert 4 um

mindestens to abweicht (t OR,t > 0), ist kleiner as tiz :

PQx—,u|2ta)sti2
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Beweis:
Sei Y eine Zufallsvariable mit Y(w)=0 Da0Q und £>0.
Wir setzen A:={wD0Q|Y(w)= 4 und betrachten die Indikatorfunktion
1 (xoA)
)= {o (xOA)
Danngilt: Y > d , ; Quadrieren liefert Y2 > £°1,.
Mit E(1,,)=00p(A)+10p(A) = p(A) folgt
E(v?)= £2E(1,)
> £p(A)
und damit

P(Y 2 £) = p(A)< —

2

E(y?
L)
Mit Y :=|X -4, p:=E(X) und o :=V(X) folgt
2
P(X —,u|2£)s%
Mit € =to folgt die Behauptung. g.ed.

31.15 Bemerkungen

a) Die Tschebyschew-Ungleichung ist meist recht grob. Weil3 man Genaueres Uber die
Verteilung, so lassen sich oft scharfere Abschatzungen gewinnen.

b) Mit Hilfe der Tschebyschew-Ungleichung kann man das schwache Gesetz der grol3en
Zahlen beweisen:
Wird ein Versuch mit Erfolgswahrscheinlichkeit p n-mal wiederholt, dann strebt die
Wahrscheinlichkeit, dass die relative Erfolgshaufigkeit um weniger as £ von t abweicht,
gegen 1flr n - oo.
Dabel ist £ eine beliebig kleine positive Zahl.

Definition 31.16

Seien X,Y Zufallsvariablen Uber demselben Stichprobenraum Q mit Erwartungswerten

Uy , 1, und Varianzen % ,0¢ >0.
Dann nennt man
COV(X 'Y) = J>2<Y = E((X ~ Hx )(Y ~Hy ))
die Kovarianz von X und Y und
_ Cov(X,Y)
Xy = O_XO_Y
den Korrelationskoeffizienten von X und Y.

Ist Cov(X,Y)=0, soheiRen X und Y unkorreliert.
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31.17 Bemerkungen

a) V(x)=cCov(X,X)
b) Fasst man X -y, und Y -y, as Funktion Gber dem endlichen Stichprobenraum

Q

={w,...,w} auf, so kann sie auch als Vektoren aus dem R" mit der i-ten Komponente

X(w )= p, bzw. Y(@,)- 1, interpretieren.
Dann bezeichnen (vgl. §7, 89)

die Standardabweichungen die euklidischen Normen dieser V ektoren

die Varianzen die quadrierten euklidischen Normen

die Kovarianz das euklidische Skalarprodukt

der Korrelationskoeffizient den Cosinus des Winkels zwischen beiden Vektoren
(insbesondere ist -1<p,, <1) beziglich des gewichteten euklidischen

Skalarprodukts (u,v) =" p,u;v; wobei p, die Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten
i=1

von w ist.
Unkorreliertheit entspricht Orthogonalitét der Vektoren (bzgl. dieses Skalarproduktes)

Man kann folgende Resultate zeigen:

Satz 31.18 (Rechenregeln flr die Kovarianz)

Seien X,Y Zufallsvariablen Gber Q mit Erwartungswerten y, , i, . Dann gilt:
8 Cov(X,Y)=E(XY)-uyu,

b) Cov(aX + S, yY +3)=ay Cov(X,Y) Oa,B,y,60R

) Cov(X,Y)=Cov(Y,X)

d) Fir mZufallsvariablen X,,..., X, gilt:

V(X +.+ X )= iv(xi)+ZCov(Xi X))

i£]

e) Sind X,Y unabhangig, so sind sie auch unkorreliert.

f) Fir unabhangige X, ..., X,, gilt V(X, +...+ xm):Zm:v(xi)
i=1

31.19 Bemerkungen
a) DieUmkehrung zu 31.18.€) gilt nicht! Beispidl:
Ergebnis @ 1 2 3 4
Zufalsvariable X 1 -1 2 -2

Zufallsvariable Y -1 2 -2

1
Wahrscheinlichkeit % % %O %O
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X,Y sind nicht unabhéngig, denn X(w) bestimmt « und damit Y(w) eindeutig.

Aber: E(X)=E(Y)=0 und Cov(X,Y):é(—1)+§(—1)+1—10m+1—10m=0

b) In der Informatik tauchen Erwartungswerte und Varianzen z.B. be der
Zuverlassigkeitsanalyse von Systemen auf oder bel der Abschéatzung von Wartezeiten bei
Internetanfragen.

Kovarianzen sind unter anderem wichtig im Bereich des maschinellen Lernens.

31.20 Zuverlassigkeitsanalyse von Systemen

Wir wollen die Zuverlassigkeit eines Systems berechnen, das aus k Komponenten besteht, die
zwel Zustande besitzen (arbeiten (1) oder arbeiten nicht (0)).

Der Zustand der Einzelkomponenten soll voneinander unabhangig sein.

Unter der Zuverldssigkeit eines Systems verstehen wir die Wahrscheinlichkeit, dass es
arbeitet.

Sei p, die Wahrscheinlichkeit, dass die k-te Komponente arbeitet, und q, =1- p, die

Wahrscheinlichkeit, dass sie ausfallt.

a) Reihensysteme

_Xl_xz__xk

Ein Relthensystem arbeitet, wenn alle seine Komponenten arbeiten:

P =p. [P, LI,

b) Parallelsystem

— X, Ein Parallelsystem féllt aus, wenn al seine
Komponenten ausfallen.
L ox. L]
L T q = g [0, 0.0,
= p=1-q=11-p,)1- p,)0.0{L- p,)
L] Xk |

c) Gemischte Systeme
werden hierarchisch in Rethen- und Parallel systeme zerlegt

Xl XZ

oberes Rethensystem p, p,
unteres Reihensystem p,p,

X, X,

aulleres Parallel system: 1—(1— P, pz)(l— P, p4)

Seite- 8 -




	§31 Zufallsvariable, Erwartungswert, Varianz
	Definition 31.1
	31.2 Beispiel
	Definition 31.3
	31.4 Beispiel
	Definition 31.5
	31.6 Beispiel
	Satz 31.7 (Linearität des Erwartungswertes)
	31.8 Unabhängigkeit von Zufallsvariablen
	31.9 Beispiele
	Definition 31.10
	31.11 Berechnung der Varianz
	31.12 Beispiel
	Satz 31.13 (Eigenschaften der Varianz)
	Satz 31.14 (Tschebyschew-Ungleichung)
	31.15 Bemerkungen
	Definition 31.16
	31.17 Bemerkungen
	Satz 31.18 (Rechenregeln für die Kovarianz)
	31.19 Bemerkungen
	31.20 Zuverlässigkeitsanalyse von Systemen


