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§26 Extrema mit Nebenbedingungen

26.1 Motivation

In 824 haben wir Kriterien kennen gelernt, um lokale Extrema einer skalaren Funktion
mehrerer Variablen zu bestimmen.

Haufig sucht man jedoch Extrema einer Funktion unter der Einschrankung, dass bestimmte
Nebenbedingungen erflllt sein missen.

26.2 Beispiel: , Verpackungsminimierung* im R

Gesucht ist ein Rechteck maximalen Inhalts bei einem vorgegebenen Umfang u.
D.h. maximiere f(x,y) = xy unter der Nebenbedingung g(x,y) =2x+2y—-u=0.

L 6sungsmoglichkeit 1 (spezieller)

L 6se die Nebenbedingung nach einer Variable auf:
u
2y=u-2x = y=§—x
Setzediesin f(x,y) = xy ein. Damit lautet das neue M aximierungsproblem:
maximiere F(x) = X(E - xj = 1xu - X2
2 2
Notwendige Bedingung fir ein Maximum:
0= F'(x) :lu—Zx = x:E
2 4

Ly=boyY
2 4

Da 17(%) = -2<0, handelt es sich tatsachlich um ein Maximum.

Bemerkunag:
Diese L6sungsmoglichkeit setzt voraus, dass wir die Nebenbedingung nach einer Variable

aufldsen konnen. Falls dies nicht moglich ist oder umsténdlich erscheint, bietet sich folgender
Weg an:

L 6sungsmoglichkeit 2 (allgemeiner)

Wir maximieren eine , erweiterte Zielfunktion®, in die die Nebenbedingung bereits eingebaut
ist. Wir erhalten die Funktion

F(xy,4) = f(x,y) +Ag9(xy)
=xy+A(2x+2y-u)

Seite- 1 -




SS 2002 Mathematik fir Informatiker 11 — Teil C

mit einer zusétzlichen Variablen A (Lagrange-Multiplikator).
Notwendige Bedingung fir ein Maximum ist

| a%x y+2A
0= 07 =| x+24

oy
oF 2xX+2y-u
7z

Beachte: Die dritte Gleichung driickt die Nebenbedingung g(x,y) =0 aus.

Auflésung der 1. und 2 Gleichung nach A:
y=-24
X ==-2A
Einsetzen in die 3.Gleichung:

}:>x=y

4x-u=0 = x=-=Y.

Ny

26.3 Allgemeine Vor gehensweise

Sei DOR" offen und f:D - R. Wir suchen Extrema von f(x,,...,X,) unter den m
Nebenbedingungen:

9,(X,-,X%,) =0
: g(x)=0
0,(X,.,%X,) =0

mit m<n.

Statt der m Nebenbedingungen g(x) =0 fiihren wir m zusétzliche Variablen (A,,...,A,)" =1
ein (so genannte Lagrange-Multiplikatoren) und minimieren / maximieren statt f(x) die
L agrange-Funktion

F(x)=f(x)+A"g(x).
Damit haben wir ein Extremalproblem mit n Variablen und m Nebenbedingungen in ein
Extremal problem mit n+ m Variablen ohne explizite Nebenbedingungen umgewandelt.

26.4 Bemer kungen

a) Man kann zeigen, dass der Ansatz 26.3 funktioniert:
Sei DOR" offen und seien f,g,,....g,,: D - R C*-Funktionen. Ferner sei 0D ein
lokales Extremum von f(x) unter der Nebenbedingung g(x) =0 und es gelte die
Regularitatsbedingung rang(Jg(¢)) = m.
Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren A,,...,A,,, so dass die Lagrange-Funktion

m

F(x)= f(x)+A"g(x) in & dienotwendige Bedingung 0" F (&) =0 erfiillt.
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b) Ist die Nebenbedingungsmenge M :{XDR“ [ 9(x) :C} kompakt (beschrankt und
abgeschlossen), so hat f(x) auf M ein globales Minimum und Maximum. Der kleinste /
grofite Wert von f (&), den man mit dem Verfahren 26.3 findet, ist dieses globale
Minimum / Maximum.

26.5 Beispie

Sei AOMat,, (R) symmetrisch. Bestimme die Extrema der quadratischen Form x" Ax unter
der Nebenbedingung x| =1.

L Osung:
F(x,A):=x Ax+A(1-X"X)

=>a;xX, +/1(1— xin
i=1

ij=1

Notwendige Bedingung:
oF 2) 83X —24%
ZAR KA

0= : = s . _
a%Xn 2; a;x; = 2Ax,
0

F
04 1-3x°

0
(beachtea ZXinaij :ijakj +in§%:ZZak,—Xj)
J ! =& !

k i

Die Gleichungen 1 bis n besagen, dass x Eigenvektor zu einem Eigenwert A ist:
D agX; = Ax, (k=1...,n)
j=1

d.h. Ax = Ax.

Die Gleichung n+1 fordert, dass der Eigenvektor auf 1 normiert ist. Da die
Nebenbedingungsmenge M := {XDR” 114 ::I} kompakt ist, besitzt f(x)=x"Ax en
Maximum / Minimum auf M. Esist der normierte Eigenvektor von A zum grofdten / kleinsten
Eigenwert.

In der Informatik benétigt man dieses Resultat z.B. bei der Bewegungsanalyse in digitalen
Bildfolgen.

26.6 Beispiel

Bestimme die Extrema der Funktion f(X,y,z) =5x+y—-3z auf dem Schnitt der Ebene
X+ y+z=0 mit der Kugeloberflache x2+ y2+z2=1.
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L Osung:
F(X,Y,2) =5X+y—3z+A(X+y+2)+u(x2+y2+22-1)
Notwendige Bedingung:

oF
Ax 5+ A +2xu

| a%y 1+ A+2yu
—| OF = —
= 0F/, |=| —3+A+2zu

6%/1 X+y+z
X2+y2+72-1
ou

Nach endlich vielen Umformungen sieht man, dass

%r WA

und 0 in Verbindung mit A=1 und ,u=$2\/§ dieses

%r VG

Gleichungssystem |Gsen.

Wegen f( — _j 42 und
=-442 folgt mit dem Kompaktheitsargument, dass 42 das

f(‘ﬁ"”ﬁj

Maximum und —4+/2 das Minimum von f unter den angegebenen Nebenbedingungen ist.
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