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8§25 Die Umkehrfunktion

25.1 M otivation

Viele Ideen lielen sich bisher von Funktionen einer Variablen auf Funktionen mehrerer
Variablen Ubertragen:

Differenzierbarkeit, Mittelwertsatz, Satz von Taylor, Extrema von Funktionen.

Wir wollen nun den Begriff der Umkehrbarkeit einer Funktion verallgemeinern.

Zur Erinnerung das Resultat fur skalarwertige Funktionen einer Variablen: Eine stetig
differenzierbare Funktion f:D - R lasst sich loka invertieren (namlich in einer

Umgebung, in der f streng monoton ist): Ist f'(£) #0, existiert in einer Umgebung von
n = (&) einedetig differenzierbare Umkehrfunktion g = f ™ und g'(77) = l%a.

Fur vektorwertige Funktionen mehrerer Variablen kann man folgendes Resultat zeigen:

Satz 25.2 (Umkehr satz)

Sei DOR" offen, f:D - R" stetig differenzierbar und é 0D . Ist die Jacobi-Matrix Jf (&)
invertierbar, so ist f lokal invertierbar: Es gibt offene Umgebungen U, von & und U, von
n=1"%(), so dass f die Menge U, bijektiv auf U, abgebildet. Die Umkehrfunktion
g="f":U, - U, ist stetig differenzierbar, und es gilt:

Jg(7) = (IF(E)™

Beweisidee:
Das letzte Resultat (Jg(/]) = (Jf (q‘))‘l) folgt aus go f =id,, (identische Abbildung auf U,).
Mit Hilfe der Kettenregel gilt dann:

Jg(m LIf () =1 = JIg(n) = (I ()™
Die lokale Existenz einer stetig differenzierbaren Umkehrfunktion erfordert ein aufwendiges
Resultat, das wir hier nicht durchnehmen (Satz tiber implizierte Funktionen).

25.3 Bemerkungen

a) Wegen der Umkehrbarkeit missen sowohl Definitionsbereich als auch Wertebereich im
R" liegen.

b) Bijektive C'-Funktion, deren Umkehrung ebenfalls C'-Abbildungen sind, heifen auch
C'-Diffeomor phismen.

c) Der Umkehrsatz besagt, dass C*-Funktionen mit regulérer Jacobi-Matrix lokal umkehrbar
sind.
Solche Abbildungen werden in den Anwendungen oft als Koordinatentransformationen
verwendet.
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25.4 Beispidl: Polarkoordinaten

rsing g
— o
I cosg
: X 2 . [X)_(O :
Ein Vektor OR< mit % 0 kann man auch durch seinen Abstand r zum Ursprung
y y

und seinem Winkel ¢ zur x-Achse beschreiben.

Die Funktion f : (R, \{})xR - R?:

L)-(12-(3)

hat die Jacobi-Matrix

o o

_|or o0¢ |_(cosg -rsing

TEO= o, o, (¢ ¢]
or 0¢

Da det(Jf (r,¢)) =rcos?g+rsin?¢ =r >0 ist, ist fauf (R, \{G)xR lokal invertierbar. Fiir

¢D(—7—27,7—27j und r OR, \{G lautet die Umkehrfunktion

o= ()|eaft) )

y - arctan(lj - o)
X
Sie hat die Jacobi-Matrix
99, 99, X y
_|ax dy |_|\e+yr xe+y2
Jo(x,y) = =
9(xy) o9, 0g, _y «

aX ay X2+y2 X2+y2
rcos¢g rsing {cos¢ sin¢}

- r r = ;
= . =| —-sing cos
-rsing rcosg ¢ ¢
r r

r2 r2
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= Jg If = —sn¢:005¢+8m¢005¢ sin2g + cos?g 01
r
dh. Jg= ()"

coSs2¢ +sin2¢ —rsin¢cos¢+rsin¢cos¢] (1 Oj

Beachte: f ist nicht global umkehrbar, da f(r,¢) = f(r,¢ + 2kn) furale kO Z.
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