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823 Extrema von Funktionen mehrerer
Variablen

23.1 Motivation

Bel skalarwertigen Funktionen einer Variablen kennen wir notwendige bzw. hinreichende
Bedingungen fir das Vorliegen von Extrema:

a) Se f:(ab) - R ene C*'-Funktion. Besitzt f in £ (a,b) ein lokales Extremum, ist
f'({)=0.

b) Sei f:(ab) -~ R eine C*-Funktion, £0(a,b), f'(§)=0. Ist & ein lokales Minimum
(bzw. lokales Maximum), dann gilt f"(é) =0 (bzw. <0). Ist umgekehrt (&) >0
(bzw. ' () <0), soist & ein striktes Minimum (bzw. striktes Maximum).

Gelten dhnliche Aussagen auch im Fall skalarwertiger Funktionen mehrerer Variablen?
Hierzu bendtigen wir

Definition 23.2

Se DOR offenund f:D - R.

Ein Punkt 0D heifd [okales Minimum (bzw. |okales Maximum), falls eine Umgebung
U OD von & exigtiert mit f(y) = f(&) (bzw. f(y) < (&) ) fur alle yOU . Tritt Gleichheit
nur fir y =¢ auf, heifyt & strikteslokales Minimum (bzw. striktes|okales M aximum).

Damit lautet das Analogon zu 23.1.a:

Satz 23.3 (Notwendige Bedingung fur lokale Extrema)

Sei D OR" offenund f :D — R eine C*-Funktion.
Hat fin { 0D enlokaes Extremum (Minimum oder Maximum), so gilt 0Of (£) = 0.

Beweis:

Fir beliebiges VOOR" mit v#0 ist ¢(t):= f(+tv) in einer Umgebung von t =0 erklart
und dort stetig differenzierbar.

Ferner hat ¢ int =0 einlokales Extremum.

Mit 23.1.aund der Kettenregel 20.4 gilt:
23.1a 204
0 =¢'0 =0 (v
Da v # 0 beliebig war, folgt 07 (&) =0. g.ed
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23.4 Bemerkungen

b)

Ein Punkt £ 0D mit Of (&) =0 heif3t auch stationarer Punkt von f.

Will man die stationdren Punkte finden, muss man haufig ein nichtlineares
Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Unbekannten l6sen. Ein numerisches
Verfahren hierzu folgt in einer spdteren Vorlesung.

Beispiel:
f(x,y)=eY+x%siny
of
! &(X’ y) ye¥ +2xsiny
0=0f(x,y) =| 5 = )
= (x,) xe” + x° cosy
oy

2 nichtlineare Gleichungen mit 2 Unbekannten.

Nicht jeder stationdre Punkt ist ein Extremum!

Beispid:
2 0

Die stationdren Punkte von f(x,y) = x* - y* erfiillen O=( 2X j d.h. (Oj ist einziger
-y

stationarer Punkt.
0
Allerdingsist (O] Sattelpunkt von f (X, Yy)

z=f(xy)

A

Zur Klassifikation stationérer Punkte betrachten wir das Analogon zu 23.1.b:
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Satz 23.5 (Klassifikation stationarer Punkte)

Sei D OR" offen, f:D - R eine C?-Funktionund £ 0D sowie Of (&) = 0. Dann gilt:

a) Notwendige Bedingung:
Ist & ein lokales Minimum (bzw. lokales Maximum) von f, so ist die Hesse-Matrix
Hf (&) positiv semidefinit (bzw. negativ semidefinit).
b) Hinreichende Bedingung:
i) Ist Hf(§) positiv definit (bzw. negativ definit), so ist & ein striktes lokales
Minimum (bzw. striktes |okales Maximum).
i) st Hf (&) indefinit, so ist ¢ ein Sattelpunkt (ein stationarer Punkt, fir den in
jeder Umgebung um ¢ Punktey und z existieren mit f(y) < (&) < f(2)).

Beweis:
a) Sei 0.B.d.A. ¢ ein lokaes Minimum. Fir v# 0 und hinreichend kleines £ >0 gilt
nach dem Satz von Taylor (vgl. 21.6):
0 < f(f+an)—1(§) = DTf(E)ev+%(év)THf(E+@ev)év mit ©0(0,)

lokales Taylor
Minimum

Alsoist VT Hf (§+@&v)v=0. Fir £ - 0 folgt vI Hf (§)v=>0. Da v beliebig war, ist
Hf () positiv semidefinit.

b)i) Sei Hf(&) positiv definit. Da f eine C?-Funktion ist, ist Hf (x) auch in einer
hinreichend kleinen Kreisumgebung K, (&) mit Mittelpunkt ¢ und Radius & positiv
definit.

Fur xOK, (&) -{& gilt nach dem Satz von Taylor:
1
FO)— (&) =07 F(E)(x=&) + = (x=&)" HF (£ +O(x - &))(x— &)
=0 2 >0
Da xOK,(&)-{8 beliebig gewshlt war, folgt aus f(x)- f(£) >0, dass & en
striktes Minimum ist.

b)ii) Sei nun Hf () indefinit. Dann existieren Eigenwerte A, <0 und A, >0 von Hf (§).
Fur die entsprechenden Eigenvektoren v, w gilt also:
v Hf ()v>0
w'Hf (&)w< 0
Wiein (&) zeigt man nun, dasses ¢,,&, > 0 gibt mit

f(E+av) - (&) :%(év)T Hf (£ +0,ev)ev>0  , ©,0(02)

f(E+aw) - £ (&) :%(ew)T Hf (€ + ©,eW)aw<0 , ©,0(01)

fur ale £ 0(0,min{©,,0.}).
Somitist ¢ Sattelpunkt von f. g.ed.
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Bemerkung:
Nach Satz 23.5 gilt also:

& lokales Minimum = 1 & striktes lokales Minimum

ﬂ(a) (b)ﬁ

Hf (&) positiv semidefinit <——— Hf (&) echt positiv definit

Keine dieser Implikationen ist umkehrbar.

23.6 Beispiel

f(xy) = y*(x=1)+x*(x+1)
[ y?+3x* +2x
ey '(Zy(x—l) J

Stationare Punkte:
0=00f (X, y) = 2y(x~1) =0

Fal 1: x-1=0 =>x=1
Einsetzenin y* +3x* +2x =0 liefert y* +5=0.
KeineLoOsunginR

Fal2: y=0
Einsetzenin y® +3x* +2x =0 ergibt
3x*+2x=0 = x(3x+2) =0

=x=0 ,x,=-

0) (-2
2 stationare Punkte: (0)( OAJ

wIinN

Klassifikation:

6x+2 2y
Hf(x’y):( 2y 6x+2]

2 0
Hf (0,0) :(O —2] indefinit = Sattel punkt

2 Y (-2 O o . .
Hf(—g,oj_{ 0 _1%J negativ definit = striktes lokales Maximum
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