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§22 Numerische Differentiation

22.1 Motivation

In viele Anwendungen muss man Ableitungen annghern von Funktionen, die nur diskret (d.h.
an endlich vielen Punkten) vorliegen.

Beispiee:

a) Geschwindigkeitsmessung durch die Polizei
b) Temperaturanderungen an einer Messstation
c) Scannen von Personen mit einem 3D-Scanner

Zur Bestimmung von geeigneten numerischen Approximationsformeln und deren Genauigkeit
wird der Satz von Taylor angewandt.

22.2 Prinzipielle Vorgehensweise

(zunéchst fur Funktionen einer Variablen)

Annahme:
Von einer kontinuierlichen Funktion u(x) , die hinreichend oft differenzierbar ist, sind nur die

Funktionswerte auf einem aquidistanten Gitter I :={x, | x =i[h,i 012 bekannt:

A ui
d ui+1
ui—l °
[
: : : >
Xl—l XI Xi +1

u =u(x), iz
h heifd Gitterweitevon I .

Gesucht:
Approximation an die k-te Ableitung u™ an der Stelle & (die nicht unbedingt auf dem Gitter
liegen muss)

Beispidl:
u" soll im Punkt x, durch 3 Messwerte u,_,,u;,u.,, approximiert werden.
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L dsung:
Wir fordern u,"'= a,,u,_, +a,u, +a; .U, .

Mit der Taylorentwicklung um x; folgt:
a_u_ +au +a. U,
= ai_l(ui ~hy '+% hey, "+0(h3)j
+a,u
+ aiﬂ(ui +hy '+% h2y, "+0(h3)j

2 2
=u (@, +a, +a,,)+u'(~ha,, + hai+1)+ui”(h7ai—l +h70'i+1j+0(h3)

Dadies mit u,''=0u, +0u,'+1u,"" Ubereinstimmen soll, ergibt ein Koeffizientenvergleich das
lineare Gleichungssystem:

a4 ta Ty =0 (i)
~ha +ha,, =0 (i)
2 2
La La, =1 (i)
Aus (ii) =>a,_,=0,
In (iii) =h’a_, =1 =a_ :h_12 =a,
. 2
In (i) = a; :_ai—l_aiﬂ:_F
- L1
Also gilt: u, ~F(u”l -2u, +u,_,)

Wie genau ist diese Approximation?
Mit der ausfihrlichen Taylorentwicklung
U, =U £hu +Sh2u S hou bty @ + S sy ® + 2oy © +O(h7)
2 6 24 120 720
folgt durch Einsetzen:
U =20 +U

h2

U 2y @ + O(h®) = U "+O(h?)
12

fuhrender
Fehlerterm

Der fiihrende Fehlerterm hat die Ordnung O(h®). Man sagt, die Approximation hat die
Konsistenzordnung O(h?).
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22.3 Anmerkungen

a) DieKonsistenzordnung hangt vom Entwicklungspunkt ab.
Beispiel: Approximiert man mit u,u, den Wert u’', so folgt aus einer
Taylorentwicklung um X :
Uy = U +hy, I"'% hu,"+O(h)
die Approximation der Ordnung O(h)
u'= Ui W +1hui "+O(h2)
h 2

Entwickelt man u,,u,,, jedoch um xi+}/:
2

h 1h? 1h 1 h* @ .
X e ) +_ ) |+__ ) Il+__ ) lll+__ - + h
Uor Tl T2 "5 2% T8 N 2216k om?)
h 1 h? 1hd 1 h*

o= - [ - PR S———
u' ui+}é 2ui+% 2 4 ui+}é 6 8 ui+}é 24 16 ui+}£
erhalt man die Approximation der Ordnung O(h?)

N u+1_u h2 i 4
= ~+—u ., ""+O(h
Yy T Taatey PO

@ +0(h%)

b) Durch Hinzunahme weiterer Gitterpunkte gelingt es oft, die Konsistenzordnung zu
verbessern.
ui+1 - ui—l +O h2
~on (h%)
ui '— B ui+2 + 8ui+1 _8ui—1 + ui—2 + O(h4)
12h

Beispidl: u'=

c) Wichtige Approximationen
erste Ableitung:

u'= u|+1_h—u, +0(h) Vorwértsdifferenz

u's u-_hul +0(h) Rickwartsdifferenz

= —uiﬂz—hui—l +0(h?) zentrale Differenz
zweite Ableitung:
= 2u +u
u; "— Uisg hli' Ui + O(hz)
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d) Will man partielle Ableitungen einer Funktion mehrerer Variablen approximieren,
benttigt man meist eine Taylorentwicklung in mehreren Variablen (vgl. Satz 21.4).

0%u 1
z.B. oxdy ! :M Ugjor T U0 “ Ui _ui—l,j+1] +0(h? +k?)
mit u, ; =u(hi, hj)

Manchmal reicht auch eine eindimensionale Taylorentwicklung:
_ 9% N 07U _ Uiy —2U;; Uy L Yija ~2u;; +u

z.B. Au = o oy = o L2+ 0(h? +k?)

22.4 Anwendung auf die Diskretierung von
Differentialgleichungen

Ersetzt man die Ableitungen durch die besprochenen Differenzapproximationen, entstehen so
genannte Finite-Differenzen-Verfahren.

Beispid:

Die eindimensionale Diffusionsgleichung (vgl. 19.13.c)
u_ou
ot  ox’

soll mit einem einfachen Finite-Differenzen-Verfahren approximiert werden. Bezeichnet man
mit u* eine Approximation u(x,t) im Punkt (ih,kr), verwendet man z.B. die

Approximationen
au k U‘kﬂ k

— == ' +0(r
ot|, T (7)
2, ¥ kK _ ok k
a l2'|| = ui+1 2u2| +ui—1 +O(h2)
0x |i h
Damit lautet die Approximation
uss —uf - Uty ~2uF + Ui
T h?

Kennt man die Funktionswerte zur Zeitschicht k = 0, kann man damit die unbekannten Werte
der Schichten k =1,2,... iterativ berechnen.

k1 — ok, L [ K K
Ui~ =Uu +F(ui+l_2ui +ui—l)

= LZUikJrl + (1_ Zijuik Ul
h

h? h?
K+1 o) u/** entsteht also durch
i = gewichtete Mittelung aus
\1_2;2 Uiy Ul Uy -
k o
-1 [ i+1
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