SS 2002 Mathematik fir Informatiker 11 — Teil C

8§21 Der Mittelwertsatz und der Satz von Taylor

Ab jetzt betrachten wir wieder skalarwertige Funktionen mehrerer Variablen. Wir wollen
weitere Resultate von Funktionen einer Variable Ubertragen.

Gibt es eilnen vergleichbaren Mittelwertsatz?

Satz 21.1 (Mittelwertsatz)

Se DOR" offenund f :D — R differenzierbar auf D. Ferner seien a,b0D Punktein D,
deren Verbindungsstrecke
[a.b] ={a+t(o-a) |t O[0}
ganz in D liegt.
Dann gibt es eine Zahl @ 1(0,1) mit
f(o)-f(a)=0"f(a+O(b-a))(b—a).

Beweis:

Wir parametrisieren die Verbindungsstrecke [a,b] so, dass wir den Mittelwertsatz einer
Funktion einer Variablen anwenden konnen:

Setze h(t) = f (a+t(b - a)) ta[o]]

h(t) ist stetig auf [0,], und nach der Kettenregel auch differenzierbar auf (0,1). Somit sind
die Voraussetzungen fur den Mittelwertsatz einer Variablen erfiillt und es gilt:

f(b) - f(a) =h(0) - h(0) =h'(©)(1-0) (0<O<))
=0"f(a+0O(b-a))(b—-a) (Kettenregel) g.ed.
Bemerkung:

Gilt die Bedingung [a,b] 0 D fir alle Punkte a,b D, so heif} die Menge D konvex.

nichtkonvexe
Menge

konvexe
Menge

Bel konvexen Mengen gilt der Mittelwertsatz also fir beliebige Punkte a,b 0D .
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21.2 Beispiel

Sei f(xy) =cosx+siny, a= U {?j

Esgilt f(00) = £(7,74)=1. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein ©0(03) mit

i o )

- (_ S n(@ %) cos(e %)) {Zﬂ
= % (cos(@ %) - n(@ %))

In der Tat it diese Gleichung fir © =% erfilllt.

21.3 Motivation zur Taylorentwicklung

Eine differenzierbare Funktion l&sst sich loka durch eine lineare Funktion (d.h. ein Polynom
1.Grades) approximieren.

Wir wollen nun eine mfach differenzierbare Funktion durch ein Polynom m-ten Grades
anndhern. Dazu verallgemeinern wir den Satz von Taylor auf skalarwertige Funktionen
mehrerer Variablen.

Zur Erinnerung der Satz von Taylor fir skalarwertige Funktionen einer Variablen:

Sei (a,b) DR, é0(a,b) und f :(ab) -~ R sei eine C™*-Funktion.
Dann gilt folgende Taylorentwicklung um den Punkt ¢:
f(X) =T, (%) + R, (x,<)

mit T (x¢)= Z(X 9" f 9 &) Taylorpolynom m-ten Grades

R, (X&) = O(‘r;—?lr;l f ™ (E+0(x—¢&)) (mit ©0(0,1)) Restglied nach Lagrange
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Satz 21.4 (Satz von Taylor)

Sei D OR" offenund konvex, 0D und f : D - R eine(skalare) C™"-Funktion.
Dann gilt folgende Taylorentwicklung um ¢

F(X)=Tn (X% &) + R, (X &)

mit  T,.(x¢)= 2%[@ =&’ D]k f Taylorpolynom m-ten Grades

3

[( s D]m+1f

R,(x,¢&) = Restglied nach Lagrange

(m+D!

£+O(x=¢)

Erlauterungen:

-l ( (x—f)axjk

Dieser Ausdruck wird formal ausmultipliziert und nach den partiellen Ableitungen sortiert.

Beispiel fur n = 2_:
(=& f| = (&)
O | =00 -8, (O + 06, )1, (&)
-0 0 1| =loe -0, + 0 -0, ] 1],

= (% = &) L () +2(x = &) (X% = &) f () +(X, = &), (6)
(= (x= &) Hf (&)(x— &) mit Hesse-Matrix H)

Beweisvon Satz 21.4.
Wir verwenden eine Umparametrisierung, mit der sich der Satz von Taylor fir Funktionen
einer Variablen anwenden | 8sst:

¢t )=1(c+t(x=¢4))

Sk a OD fir —&,<t<&,,
daD offenund
konvex
Damit gilt:
m 1 ’ )
O |fe=e0=3 -8 O+ e )¢‘m Y@ miteo(y
k=0

pt) =[-oTa 1| = tErtx-)

$+t(x=¢)

10 :i%(m(x—f»m -&)

i=1

=lx-& o] ¢

$+t(x=¢)
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B R R LY ) .

¢ (t)_;|:(xi 5);6&6)(] (& +t(x=&)(X, fj)}

:(i(xi —&;)0X, ]( n (Xi _fi )axjjf

= = E4(x-¢)
=lx-& o] 1
$Ht(x=¢)
Mit vollstandiger Induktion folgt: ¢ (t) = [(x-&)" 0] £ .
§+t(x=$)
Einsetzen in () liefert:
100=> Lx-aTo] ¢+ [x-&To]™ 1 ged.
=k ¢ (m+1)! E+O(x-§)
21.5 Beispiel

Berechne das Taylorpolynom T,(x,&) zweiten Grades von f(X,y,2)=xy’sinz im

1
Entwicklungspunkt & ={ J
0

2

T, (%, &) :ZE[(x—E)TD]kf

3

. (X=D* f () +(y=2)* 1, (&) + 2°,({)
= T+ =D+ (=T, () + 7, () + 5| + 22X =Dy = 2) 1, () + 20X~ DA, (<)
+2(y-2#,(S)
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Ableitungen

1
Auswertungin | 2
0

f,, = 2xycosz

A b~ O O O] O] | O] O] O

T,(x, &) :4z+§(x—1)zm+%2(y—2)zE4

=4z+4xz-4z+4yz-82z

=-8z+4xz+4yz

21.6 Bemerkungen

a) Fur m=0 liefert der Satz von Taylor:
f(x) = (&) +(x=&)"Of (£ +O(x~ &) mit ©1(01)
Das ist &quivalent zum Mittelwertsatz 21.1 angewendet auf die beiden Punkte a= ¢,

b=x.

fF()- (&) =0"f(£+0(x-&))(x-¢)
Der Mittelwertsatz ist also ein Spezialfall des Satzes von Taylor.

f e f

X% X1 Xn

b) Mit Hilfe der Hessematrix Hf =| : : lasst sich das Taylorpolynom

2.Grades schreiben as:

T,(x,¢&) = (&) +(x- &) Tf ($) +%(><-<‘)T Hf ($)(x=<)
(vgl. Erlauterungen zu Satz 21.4)
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c) Dadie partiellen Ableitungen der Ordnung m+1 auf einer kompakten Teilmenge von D
beschrankt sind, hat das Restglied die Fehlerordnung Ofx— &™ ).
Somit folgt fur die Approximationsgiite des Taylorpolynoms:
F() =T, (x &) +0(x-&™)

d) Mit h=x-¢ lautet eine Alternativschreibweise der Taylorentwicklung:

N 4tk 1
f(&+h)=> =(h"0) f{+m

> mit ©0(0,1)

&£+6h

(hT D)m+l f
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