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§20 Totale Differenzier bar keit

20.1 Motivation

Fur eine skalarwertige Funktion einer Variable f(x) bedeutet Differenzierbarkeit in einem
Punkt &, dass der Graph der Funktion eine Tangente besitzt mit der Steigung f'(¢) .

A

(@) = lim L0 (@)

X & x=&

v

Mit anderen Worten:
Die Funktion f(x) wird in einer Umgebung von ¢ gut durch die lineare Funktion

f'(&)(x=&)+ (&) approximiert, d.h.
imf Q= (F@OX-a+ (&) _y
X ¢ x=&

Wir wollen nun dieses Konzept auf vektorwertige Funktionen mehrerer Variablen
verallgemeinern.

Definition 20.2

Sei DOR" offen. Eine Funktion f:D - R™ hei in 0D (total, vollstandig)
differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung A(x—¢&) + f (&) mit ADMat ., (R) gibt mit
i = (A= 1) _
He x=¢]

Wie hangen totale und partielle Differenzierbarkeit zusammen?

Satz 20.3 (Partielle und totale Differenzier barkeit)

Sei DOR" offen, 0D und f :D - R™. Dann gilt:
a) Totae Differenzierbarkeit impliziert die Stetigkeit:
Ist f(x) in & differenzierbar, so ist f(x) auch stetig in & (d.h. f(x) - (&) fir

X > ¢).
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b) Totae Differenzierbarkeit impliziert partielle Differenzierbarkeit:
Ist f(x) in & (total) differenzierbar, so ist f(x) in & auch partiell differenzierbar.
Die zugehdrige Matrix A der linearen Approximation ist identisch mit der Jacobi-Matrix
of, of,
ox, ($) ox, )
J (&) = : :
of,, of,,
K(E) ox. ($)

c) Stetige partielle Differenzierbarkeit impliziert totae Differenzierbarkeit:
Ist f(x) eine C*-Funktion auf D, soist f(x) auf D auch (total) differenzierbar.

Beweis: Wir zeigen nur (a) und (b)
a) lIst f(x) in & differenzierbar, gilt:
imf QA=+ (&) _
x-& |X—f|
Wegen der Stetigkeit der euklidischen Norm gilt daher:
Ixir?|f(x)— f({)—A(x—E)| =0.

Damit gilt:
[F0)=F(O)] =] — F(E) - Ax=&) + A(x=¢)|
s|f(x)— f(E)—A(x—E)|+|A(x—E)|

- 0flrx— & - 0flirx- ¢

- Oflrx - E

Damitist f(x) in ¢ stetig.

b) Mit den kanonischen Einheitsvektoren e, =| 1| — j —teStelle und x=¢ +he, folgt aus

0
der totalen Differenzierbarkeit:
F()-f(&)-Ax=¢) _ T(S+he)-T(5) hAe,
I i I

- 0firx— &

_h[fErhe)-f@
I h !

j—teSpaltevon A

f(E+he) =1 _,
h i

= lim
h-0
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= f ist partiell differenzierbar und gi =a.
X.
J
Somit ist A die Jacobimatrix von f. g.ed.

Gelten ahnliche Differentiationsregeln wie bei skalarwertigen Funktionen einer Variablen?
Man kann zeigen:

Satz 20.4 (Differentiationsr egeln)

a) Linearitat:
Sei D OR" offenund f,g:D - R™ selendifferenzierbarin £ 0D.
Furdle a,0R istdann aof + g in & differenzierbar und es gilt:
J(af +Bg)(<) = adf () + LIg(<) .

b) Kettenrege:
Seien DOR", EOR™ offen, f:D - R™in £0D differenzierbar und g: E - R* in
f (&) DE differenzierbar. (R"d. R™O® RY)

Dann ist die Hintereinanderausfiihrung go f ebenfallsin & differenzierbar und es gilt:

J(g° f)($) = Ja(f () LI ($)

Bemerkung:
Ein wichtiger Speziafall dieser Kettenregel ergibt sichfir n=k =1:

ROL R™"OF R
Wir betrachten also (g f)(x) = g(f,(X),..., f.,(X))
= (g0 )($) = Jg(f (<)) LIF ($)
f'($)
=0"g(f(e)| :
fm'($)

= mg—g(f(f))mfk(a
k=1 0¥y
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