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§ 19 Partielle Ableitungen

19.1 Motivation

Wir konnen eine skalarwertige Funktion einer Variablen ableiten

(= fim €D

Dieser Ableitungsbegriff ist auch anwendbar bel vektorwertigen Funktionen einer Variablen:
Fur f(x)=(f,(X),..., f,(X))" definiert man (vgl. 85):

(&) = (£, () £, ()T

Wie aber differenziert man eine skalarwertige Funktion mehrerer Variablen, z.B.
f (X, X,) = X,° COSX, ?

Differenziert man nach einer Variablen und hdt ale anderen fest, ergeben sich die so
genannten partiellen Ableitungen.

Definition 19.2

Sei DOR" offen, f:D -~ R und £0D.

a) Die Funktion f(x) ist in & nach x partiell differenzierbar, fals der Grenzwert
of . f(f+he)-1(&)
— (&) =Ilim '

o (O =lim :

h

existiert.

Dabei ist e der i-te Einheitsvektor: e :=(0,...,0, 1 ,0,...,0)" .

i-te
Stelle

g—f(f) hei3 partielle Ableitung von f(x) nach x, im Punkt ¢.
X;

b) Ist f(x) injedem beliebigen Punkt { 1D partiell differenzierbar nach x , so heif3t f auf
D partiell differenzierbar nach x .
Trifft dies fur alle Koordinaten x., i =1,...,n zu, so heifd f partiell differenzierbar auf D.

Sind ferner alle partiellen Ableitungen g—f(x), i =1,...,n stetige Funktionen auf D , so
X.

heit f(x) stetig partiell differenzierbar (C*-Funktion) auf D.

Bemerkung:

Statt S—f schreibt man auch ox f , f, oder D, f .
X
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19.3 Beispiel

f (X, %,) =% Ccosx,

of of .
—— (%, %;) =3x” cosx, —(%,%) = =% sinx,

0X, 0X,
f(x,,X,) istauf ganz R? stetig partiell differenzierbar.

Die Ableitungsregeln bei Funktionen einer Variablen Ubertragen sich direkt auf Funktionen
mehrerer Variablen.

Satz 19.4 (Differentiationsr egeln)

Sind f(x) und g(x) auf der offenen Menge D LOR" partidl differenzierbar, so gilt:
a) Linearitat: i(crf (x)+,[>’g(x))=aﬂ(x)+ﬂa—g(x) Oa, [ 0OR
[0 0X, ox

b) Produktregel: i(f(x)g(x)):g(x)i(x)+ f(x)a—g(x)
X X X

c) Quotientenregel: ' far g(x) 20

0X.
(9(x)?

0 (f(x
0% \ 9(x)

g(x)gf(x) - 10 %9 (%
=

Bemerkung:
Die Kettenregel Ubertragt sich analog.

Definition 19.5

Se DOR" offen und f:D - R im Punkt & (nach allen Koordinaten) partiell
differenzierbar. Der Vektor

g—f(a

%

grad (&)= 0f (&) =|
of

2@
X

hell® Gradient vonfin &.
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0
0%,
Den symbolischen Vektor [J:= a nennt man Nabla-Operator (nach der Form eines
ox,
agyptischen Musikinstruments).
19.6 Bemerkung

a) Satz 19.4 |asst sich umschreiben:
O(af + fg) =adf + f0g Oa,BOR
O(fg) = gUf + flg

m(i] _ 90t - fg (¥ % 0)
g g

b) Der Vektor [If (£) zeigt in die Richtung des steilsten Anstiegs von f im Punkt . Seine

2
Lange |Of | = Z(%j ist eéin MaR fiir diese Steigung.

i=1

19.7 Anwendungsbeispiel

Ein kontinuierliches Grauwertbild kann as Funktion f(x,y) der beiden Ortsvariablen (X, y)
aufgefasst werden. Dann ist |Of | ein einfacher Kantendetektor:

Kanten befinden sich an den Orten (X, y), an denen der Grauwert stark variiert, d.h. an denen
[Of | groBBe Werte annimmt. Die Kante verl auft senkrecht zur Richtung des steilsten Anstiegs
(d.h. zu Of ).

Wir verallgemeinern nun den Begriff der Ableitung hoherer Ordnung auf Funktionen
mehrerer Variablen.

Definition 19.8

Sei DOR" offenund f : D — R eine skalare Funktion mehrerer Variablen.

Ist f partiell differenzierbar auf D und sind die partiellen Ableitungen selbst wieder
differenzierbar, erhdlt man als partielle Ableitungen zweiter Ordnung

1 _ o (o
ox,0x  Ox;, \0x )

Induktiv definiert man die partiellen Ableitungen k-ter Ordnung durch (i,,...,i, O{L....n}).
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0« f _ 0 0k f .
= fur k> 2.
ox ox  LLOOx — ox | ox  Ll.Iox
f(x) heifdt k-fach partiell differenzierbar, falsale partiellen Ableitungen der Ordnung k,
ok f
ox; Ll.[ox,

=D, U.ID, f =0x [l.0Og f:=1fx Ll.Ik existieren.

Sind diese partiellen Ableitungen stetig, so heil3t f(x) k-fach stetig differenzierbar

(C*-Funktion).
Stetige Funktionen werden auch als C’-Funktionen bezeichnet.

Spielt die Reihenfolge, in der man die partiellen Ableitungen berechnet, eine Rolle?
Man kann folgendes Resultat zeigen:

Satz 19.9 (Vertauschbarkeitssatz von Schwar z)

Seé DOR" offen und f:D - R. Fdls f ein C*-Funktion ist, sind die partiellen
Ableitungen vertauschbar.
0°f _ o°f
0x;0X; - 0x; 0%,

Oi, j O{1,....}

Folgerung:
Ist f(x) eine C*-Funktion, kann man die Reihenfolge der partiellen Ableitungen bis zur

Ordnung k beliebig vertauschen.

19.10 Beispie

Berechne f,, von f(x,y,2) = z°sin(x’) + (cosysinx—e™)z.

Klar: f(x,y,2) ist C*-Funktion.
Esist hier sinnvoll, zuerst nach y zu differenzieren. Damit fallen einige Terme sofort weg.

0° 0°

f =—(f)=
Wz axaz( 2 0x0z

(-sinysinxz?)

= %(—Zzsin ysinX) = —2zsin y cosx

Im Gradienten treten alle partiellen Ableitungen 1.0rdnung auf.
Gibt es einen Ausdruck, in dem alle partiellen Ableitungen 2.0rdnung auftreten?
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Definition 19.11

Sei DOR" offenund f :D - R sal imPunkt £ 0D zweimal partiell differenzierbar.
Dann nennt man die Matrix

0%f  o'f  0%f
ox,>  0x0x, 0%, 0X,,
0%t o%f  0%f
HE($) =| ox,0x,  ax,’ 0x,0%,
0% o'f  0%f
ox 0x, 0X 0X, ox_°

dieHesse-Matrix vonfin &.

Bemerkung:

a) Fur eine C?-Funktion ist die Hesse-Matrix nach dem Vertauschbarkeitssatz von Schwarz
symmetrisch.

b) Wir werden sehen, dass die Hesse-Matrix eine grof3e Rolle bei der Klassifikation der
Extrema einer Funktion mehrerer Variablen spielt (z.B. Unterscheidung Maxima-Minima)

Ahnlich wie wir aus Of die wichtige rotationsinvariante GroRe |Of| abgeleitet haben,

kodnnen wir auch aus Hf eine rotationsinvariante skalare Grofie ableiten. Hierzu betrachten
wir die Summe der Diagonalelemente (Spur) von Hf .

Definition 19.12

Sei D OR" offenund fim Punkt £ 0D zweimal stetig differenzierbar.
Dann nennt man
&0
Af(f)-—za > ($)

den Laplace-Operator vonfin &.

Bemerkungen:

a) Man beachte den Unterschied zwischen dem Nabla-Operator [0 und dem Laplace-
Operator A.

b) In der Bildverarbeitung verwendet man beispielsweise den Laplace-Operator zur
Lokaliserung von Kanten. Kanten findet man als Orte, an denen der Laplace-Operator
verschwindet.
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19.13 Anwendungen: Partielle Differentialgleichungen

Viele Prozesse in der Physik und den Ingenieurswissenschaften lassen sich durch
Gleichungen modellieren, die Beziehungen zwischen einer gesuchten Funktion (z.B. Druck,
Temperatur, Konzentration, ...) und ihrer partiellen Ableitungen der Ordnung < 2 beschreibt
(partielle Differentialgleichungen 2.0rdnung).

Beispiele:
a) Laplace-Gleichungen (Potentialgleichungen)
Au=0
Spielt z.B. eine Rolle bel statischen Problemen, z.B. in der Elastizitétstheorie. Funktionen,
die die Laplace-Gleichung erflllen, heif3en har monische Funktionen.

b) Wellengleichungen
u, =Au
Tritt bei Schwingungsproblemen auf, z.B. in der Schallausbreitung. t beschreibt hierbei
0°u  0°u  d%u
+ +
ox> oy* 0z°

die Zeit, und Au =

misst die ortliche Verdnderung.

c) Diffusionsgleichung, Warmeleitungsgleichung
u, =Au
Beschreibt die Dynamik von Angleichungsprozessen wie Diffusion und Warmeleitung. u
ist hierbei die Konzentration bzw. Temperatur, und t ist die Zeit.
In der Bildverarbeitung verwendet man Diffusionsprozesse zum Entrauschen
(Diffusionsfilter). u beschreibt den Grauwert und die , Diffusionszeit” tist ein Mal3 fur die
Glattung.

Bisher haben wir nur Ableitungen einer Funktion f von mehreren Variablen x,,..., X, langs der
Koordinatenrichtung e,...,e, betrachtet.

yreny ©p

Konnen wir dies auf beliebige Richtungen verallgemeinern?

Definition 19.14

Sei DOR" offen, f:D -~ R und £0D.
Fur einen Vektor vOR" mit |V =1 heil’t
_ i f(E+hv) - (<)
D, f($) = Ih|[r01 .
die Richtungsableitung (Gateaux-Ableitung) von f in Richtung v.
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19.15 Bemer kungen

a) Fur v=e liefert die Richtungsableitung gerade diei-te partielle Ableitung:
of
D, f(&)=—
o F(S) ox (£)
Diesfolgt sofort aus Definition 19.2 und 19.14.

b) Statt D, f schreibt man oft auch g_f
v

c) Die Richtungsableitung D, f (¢) beschreibt den Anstieg (die Steigung) von f (<) in der
Richtung v.

Gibt es ein einfaches Verfahren, wie man Richtungsableitungen berechnet?
Man kann folgendes Resultat zeigen:

Satz 19.16 (Dar stellung der Richtungsableitung durch den
Gradienten)

Se DOR" offen, 0D und f :D - R seiin & stetig differenzierbar.
Dann existiert die Richtungsableitung D, f fir jeden Einheitsvektor vOOR" und es gilt:

D, f (&) =V Tf (¢) .

Beispiel 19.17

f(x,y)=esiny

0
Gesucht ist die Richtungsableitung in Richtung (AJ zum Punkt [ ,7) :
6

7

_..
<
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X
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N
@
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19.18 Bemer kungen

a) Fur Of #0 nimmt die Richtungsableitung ihren grofdten Wert an, falls v:%. Dann

gilt:

T 2
B} Of :m :|Df|
|0f | |Of |

Daher zeigt der Gradient in Richtung des steilsten Anstiegs.

D, f=vOf =

b) In der Gegenrichtung v:ﬂ ist D, f =—{0f |

of|
c) Wahlt man fir v eine Richtung senkrecht zu Of | gilt:
(o)
ot
Somit ist die Steigung 0, wenn wir uns senkrecht zum Gradienten bewegen.

D, f Of =0.

\"

0f ($)

Of (é) stehtin & senkrecht zur Hohenlinie
{xop1 1 =15}

19.19 Vektorwertige Funktionen mehrerer Variablen

Solche Funktionen treten in der Informatik z.B. bel der Verarbeitung von Farbbildern auf.
Kontinuierliche Farbbilder lassen sich as Funktionen f:D - R® darstelen.
D =[0,a]x[0,] ist ein rechteckiger Bildbereich und der Wertebereich beschreibt 3 Kanale
rot, grun, blau.

Wir wollen nun den Begriff der partiellen Ableitung einer vektorwertigen Funktion mehrerer
Variablen einfuhren:
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Definition 19.20

Sel D OR" offenund & 0D . Die vektorwertige Funktion
f:D-R™

hell®t partiell differenzierbar in &, fals
A gy fim L€ 18) = ()
0X; h-0 h

fr i =1,...,n exigtieren.

Bemerkung:
Die partiellen Ableitungen lassen sich also komponentenwel se berechnen:
of
a—l(f)
of X .
—(& = : I=1..,n
0X; of
a—(f)
Xi

Diese m[h partiellen Ableitungen lassen sich as Eintrage einer mx n-Matrix deuten. Sie ist
die Verallgemeinerung des Gradienten auf den vektorwertigen Fall.

Definition 19.21

Sei DOR" offen, £0D und f:D - R™ partiell differenzierbar in £.
Dann heil3

of, of,
0’ f,(&) — () - a—xn(f)

0X,

I ()= N N
DT fm(a —_m o.M
@ R

die Jacobi-M atrix (Funktionalmatrix) vonfin £.

19.22 Bemer kungen

a) Man verwechdle nicht die Hesse-Matrix (skalarwertige Funktionen, 2.Ableitung) mit der
Jacobi-Matrix (vektorwertige Funktionen, 1.Ableitung).

b) I.A.ist die Jacobi-Matrix weder quadratisch noch symmetrisch.

c) Gelegentlich schreibt man statt Jf auch Df oder f'.
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19.23 Beispiel
X Xy
Die Jacobi-Matrix der Funktion f :( ja cosy | lautet:
y Xy
e
2xy X2
JXxy=| O -sny
y@Yy x@"v

Definition 19.24

ImFall m=n heil}t f:D - R" ein Vektorfeld auf D. Ist jede Koordinatenfunktion f, (x)
eine C*-Funktion, heiR}t f(x) ein C*-Vektorfeld.

Bemerkuna:
Beispidle fir Vektorfelder sind Geschwindigkeitsfelder in stromenden Gasen oder

Temperaturgradienten innerhalb von Korpern,...

Definition 19.25

Fur ein differenzierbares Vektorfeld f : D — R" definiert man die Divergenz durch
) n, of,
div f (&)=Y —-(8).

= 0%

Bemerkunag:
Formal kann man die Divergenz als Skalarprodukt aus Nabla-Operator und Vektorfeld

auffassen. Man schreibt daher manchmal statt div f auch OCF oder (O, f).

Man zeigt leicht:

Satz 19.26 (Rechenregeln fir die Divergenz)

Fur partiell differenzierbare Vektorfelder f,g:D — R" und eine skalarwertige Funktion
¢:D - R gilt:
a) Linearitat: div(af + 5g) =adivf +£divg Oa,BUR

b) Produktregel:  div(¢Of) = (0¢)T f +@pdiv f
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19.27 Bemer kungen

a) Obwohl der Nabla-Operator und die Divergenz @hnlich aussehen, unterscheiden sich ihre
Wirkungen sehr stark:
« Der Nabla-Operator erzeugt aus einer skalaren Funktion eine vektorwertige Funktion.
» DieDivergenz macht aus einem Vektorfeld eine skalarwertige Funktion.

b) Mit Hilfe der Divergenz kann man den Laplace-Operator umschreiben:
Af =div(Of).
Somit kann man z.B. die Diffusionsgleichung u, = Au as u, =div(Uu) schreiben.

Neben der Divergenz gibt es noch einen weiteren wichtigen Differentialausdruck fur
Vektorfelder:

Definition 19.28

Sei D OR? offen. Fir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f :D — R?® definiert man die
Rotation in einem Punkt £ 0D durch

(5) 62(5)

rot f($) = axl(f)- 3(4‘) :

2(5)— l(4‘)

19.29 Bemer kungen

a) DieRotationist nur fiir Vektorfelder im R*® definiert.

b) Sie kann formal as das Kreuzprodukt aus [1-Operator und dem Vektorfeld aufgefasst
werden (rot f =[x f).

Mit den kanonischen Einheitsvektoren e =(1,0,0)", e, =(0,10)", e, =(0,0)" kann man
formal schreiben:

& & &
|9 0 d
rot f =
X,  0X, 0X,
LR PR

Dann: formale Entwicklung der ,, Determinante” nach der 1.Zeile.
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19.30 Beispiel
3xXey -z
f(xy,2)=| 22+x2
y +2x2
of, of
26 -=2()
oy 0z 1-2z
rot f = i(E)—%(E) =| =1-4x
gfz 3? 2X — 3x?
2 -1
aX(E) ay@ﬂ

Man kann dhnliche Rechenregeln wie beim Divergenzoperator zeigen:

Satz 19.31 (Rechenregeln fiur die Rotation)

Fir partiell differenzierbare Vektorfelder f,g: D — R® und eine skalarwertige Funktion

¢:D - R gilt:

a) Linearitat: rot(af + fg) =arot f + Srotg Oa,BUR
& & &
0p 0¢ 09

b) Produktregel: rot(¢[f) = + ¢ [tot f

0x,  0X, O0X,
fl f2 f3

(formal!)
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