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817 Numerische Berechnung von Eigenwerten
und Eigenvektoren

Problem:

Die Berechnung der Eigenwerte einer Matrix Al Mat,,,(R) Uber die Nullstellen von
det(A-Al) fuhrt fir n>5 auf Polynomgrade, fur die keine analytischen Losungsformeln
existieren. Daher sind numerische Verfahren notwendig.

17.1 Die einfache Vektoriteration (Potenzmethode,
Von-Mises-Verfahren)

Simples Verfahren zur Bestimmung des betragsgrofdten Eigenwertes und seines Eigenvektors

Grundidee:
Sei AOMat,,,(R) symmetrische Matrix und u, OR" ein beliebiger Startvektor.
Lassen sich mit der Iteration
U, = Alu, , k=012,...
Aussagen Uber die Eigenwerte und Eigenvektoren von A gewinnen?

L O0sung:
Seien A,,..., A, Eigenwerte und v,,...,v, zugehdrige linear unabhangige Eigenvektoren
von A.
OB.dA. s |A]2[A,]=...2[4,].

Sel u, = Zn:akvk :

= AL, ZakAvk Za, v

i=1

analog u, = A* [, 20,/1, v = A EEav +Za —VJ

i=1

n k
Falls |A] >|A,| (dh. A ist dominanter Eigenwert), so konvergiert Za'ij—:(vi gegen 0

i=2 1

Falls der Startvektor u, gentigend allgemein gewahlt wurde (so dass a, # 0), konvergiert

u, gegen den dominanten Eigenvektor Ara,v,. Die Konvergenz ist umso schneller, je

A

kleiner -— sind (i = 2,...,n).
A
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T k+1 ~a, T 2k
Der Rayleigh-Koeffizient R, (u,) = "% konvergiert gegen 2L 20 —
U, Uy A av) Aav,

Die Vektoriteration ist somit ein einfaches Verfahren zur Approximation des dominanten
Eigenwerts (und somit der Spektralnorm) und des dominanten Eigenvektors einer
symmetrischen Matrix.

In der Praxis normiert man u, nach jedem Iterationsschritt um zu vermeiden, dass u,
numerisch , explodiert* (fur |4, >1) bzw. gegen O strebt (fur || <1).

17.2 Beispiel
04 0,72 1 . .
A= L , Uy = =V, (bereits normiert)
0,72 146 0
1,04 0,8222 V! AV
u, = All, = vV, = L= R.(v,)=—2—"C%=yI [y =104
! 0 o,72j ! lu,| (o,sesszj a(Vo) VAV .
1,2649 u 0,6645
u, =AY, = v, =2 = R, (v;) =V, u, =1,8500
2 ! 1_42?,0} 2 |y (0,7476j A () =i, =1
u, = Ay, = 12294 v, = 0,6166 R.(V,) =V, u, =1,9906
772 ] 15699 * 10,7873 aVT2/ T T2 s
u, =AY, = 12081 Vv, = 0,6042 R, (V) = Viu, =1,9994
4 ® 11,3934 * 10,7968 A
u, = Aly, = 12020 V, = 0,6010 R, (V,) =V, u. =1,9999
5774 71,5084 5 10,7992 ALTal T Ta TS

0,6
exakte Losung fur dominanten Eigenvektor bzw. Eigenwert: v = (O 8} , A=2

17.3 Das Jacohi-Verfahren

Ein einfaches und robustes Verfahren zur Bestimmung aller Eigenwerte und Eigenvektoren
einer symmetrischen Matrix
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Grundidee:
a) Wendet man auf eine symmetrische Matrix A eine orthogonae Transformation Q an,
so haben Q' AQ und A dieselben Eigenwerte.

b) Mit Hilfe einer Sequenz (Q,),.,, Vvon orthogonalen Matrizen transformiert man A

auf Diagonalgestalt. Die Diagonalelemente geben die Eigenwerte an, und aus (Q, )
berechnet man die Eigenvektoren.

Beweis:
zua): Aund Q" AQ haben dasselbe charakteristische Polynom, denn es gilt:
Py o (A) = det(QT AQ - A1) = det(Q" [{AQ - AQ))
= det(Q" [{A- A1) @) = det(Q") [elet(A— Al ) [elet(Q)
= det(Q") [det(Q) [tlet(A— AlI)
= det(Q" Q) [dlet(A— A1)
=1[dlet(A-Al)
= pa(4)
= Q" AQ und A haben dieselben Eigenwerte g.ed.

Einige Details zu b):
Als orthogonal e Transformation verwendet man Rotationsmatrizen vom Typ
1

i-te j-te
lSPa“e lSpalte
1
cosg, - -+ - SNG, <+t I_tge”e
. 1 .
Qu:=Q(, J.9y) =
1
—Sin¢k COS¢k <+ J_tgeile
1
1

Man kann sich uberlegen, dass Q; AQ, nur die i-ten und j-ten Zeilen bzw. Spalten von A

verandert.
i j

QAQ, : a.=0-a.=0

g
D
’0
. .
.
. |
o,
o,
g
.0
0
o,
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Den Rotationswinkel ¢, wahlt man so, dassman a; und a; zum Verschwinden bringt.

Fuhrt man dies iterativ fur alle Nichtdiagonalelemente von A durch, kann man zeigen, dass
das Verfahren gegen eine Diagonalmatrix konvergiert.

Ql 0.MQ; Q] AQQ, ..M, - diag(A,,...,A,) fir k - .
Die mte Spalte von P :=Q, [@Q, [l.[Q, enthdlt somit eine Approximation an der Eigenvektor
v,, zum Eigenwert A, .

Da P orthogonal ist, erhélt man insbesondere auch im Fall von mehrfachen Eigenwerten ein
vollsténdiges Orthonormal system von Eigenvektoren (ohne Gram-Schmidt !).

Ein genauer Algorithmus zum Jacobi-V erfahren findet sich in:
H.R. Schwarz ,, Numerische Mathematik” (Tenberger Stuttgart)

Komplexitét pro Zyklus (d.h. jedes Nichtdiagonal enelement wird einmal auf O transformiert)
bei nxn-Matrix =32n® Multiplikationen.
Typischerwei se werden 6-8 Zyklen bendtigt.

Fazit:

Eigenwertprobleme sind numerisch aufwendig.

Es existieren wesentlich komplexere numerische Verfahren insbesondere fur nicht—
symmetrische Matrizen.
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