SS 2002 Mathematik fur Informatiker Il — Teil B

816 Matrixnormen und
Eigenwertabschatzungen

Problem:
Kann man die Eigenwerte einer Matrix mit geringerem Aufwand abschétzen?
Ein wichtiges Hilfsmittel hierzu sind Matrixnormen.

Definition 16.1

Unter einer Matrixnorm verstent man eine Funktion Mat . (R) - R mit folgenden
Eigenschaften:
a |Az0 OAOMat,,R)

|Al=0 - A=0
b) |AA|=[A||A]  0AOR, DAOMat,,,(R)
c) |A+B|<|Al+|B] OA BOMat,,,(R)
d) |AB|<|A|B| OABOMat,,(R) (Submultiplikativitét)

16.2 Beispiele
Se AOMa,, (R).
a) Gesamtnorm: |A, = nHTilfx|a1k|
b) Zeilensummennorm:  |A|, = mgxkzn:|a1k|

c) Spaltensummennorm: |A|, = mlfaxzn:|aik|
i=1

n

%
d) Frobeniusnorm: 1Al :=(281sz

ik=1

e) Spektralnorm: A, =\ A (AT A)

wobei A__ (AT A) der grélte Eigenwert von ATA ist.

Falls A symmetrisch: ~ ||A], = mlf;\x{|/1k| |A, Eigenwertvon A

Da Matrizen und Vektoren oft gemeinsam auftreten, sollen Matrix- und Vektornorm
vertraglich sein.
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Definition 16.3
Eine Matrixnorm A heif3t kompatibel (vertraglich) mit einer Vektornorm, falls:
[ <[ All4 DAOMat,,(R), OxOR".
16.4 Beispiele

Zu den p-Normen (vgl. Ubungsblatt 4, Aufgabe 2)

w2 |En) aseo

majx|  (p=e)

bestehen folgende Vertréglichkeiten:

8 |Als: |Als sind kompatibel zur Betragssummennorm ||,
b) Al ||Al . |A, sind kompatibel zur euklidischen Norm ||x|, =X
) |Als: |Al, sindkompatibel zur Maximumsnorm | x| .

Beweis der Kompatibilitét von | A und |X)|_:
e =rma S,
=1

< max{zn: rrrlas\x|ars| m|ax|x, |}
k=1 "

= ntinaxa,.[maxx | = Al 1. ged

} < max{zn]aikxk |} (Dreiecksungleichung)
ok

Da zu einer Vektornorm x| oft mehrere kompatible Matrixnormen existieren, verwendet man
gerne digjenigen Matrixnormen, bei der die Abschétzung |AX| < |A|[X| am scharfsten ist.

Definition 16.5

Die zu einer gegebenen Vektornorm |X| definierte Zahl

AX
= max 2 < g

=0 [
hei %t zugeor dnete M atrixnorm.

Man kann zeigen, dass die zugeordnete Matrixnorm alle Eigenschaften von Definition 16.1
erfullt und die kleinste aller Matrixnormen ist, die mit der Vektornorm kompatibel sind.
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16.6 Beispiele
Vektornorm zugeordnete Matrixnorm
Betragssummennorm ||, Spaltensummennorm || A
euklidische Norm |||, Spektralnorm | A,
Maximumsnorm x| _ Zeilensummennorm A,

Beweis fur ||x|_:
Die ||, zugeordnete Matrixnorm lautet:

23X }
k=1
[=macal=IN.  qea

A= ], = | mx

IMa=t| i

= max{max

i ML=

n
DX,
k=1

Matrixnormen sind nitzlich zur Abschétzung von Eigenwerten.

Satz 16.7 (Eigenwertabschatzung mit M atrixnor men)

Ist A Eigenwert von AOMat,,,(R) und |A| eine beliebige, zu einer Vektornorm
kompatiblen Matrixnorm, so gilt:
Al<[A

Beweis:
Sei v Eigenvektor von A:

=M =IM=IAd<|AM M

= A<|A ged.

16.8 Beispie

1 01 -01
A=l O 2 04
-02 O 3

A, =3mada =3¢

|Al, = max{L2, 24,33 =32

|Als = max{1,2, 21,38 =35

|A|. = 1+001+001+4+016+0,04+9 = J14,22 = 377
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|Al|, liefert die scharfste Abschatzung: A|<32
Tatsachlich gilt:
A, =30060, A, =20078, A, =09862

Gibt es auch Abschdtzungen fir alle Eigenwerte?

Satz 16.9 (Satz von Gerschgorin)

a) DieVereinigung aller Kreisscheiben

Ky =qu0C||u-a;| <Y |ay]
k=1
k#i

enthalt alle Eigenwertevon A=(g;) OMat,,,(R)

b) Jede Zusammenhangskomponente aus m solcher Kreise enthdlt genau m Eigenwerte (der
Viefachheit nach gezéhlt).

Bewels:
siehe Stoer / Burlisch: Einfuhrung in die numerische Mathematik |1

16.10 Beispiel

1 01 -01

A=l O 2 04
-02 O 3

Da K,, K,, K, nicht Gberlappen, liegt nach (b) genau ein Eigenwert in jedem der Kreise.
Ferner ist A invertierbar, da 0 auBerhalb von K; 0K, 0K, liegt, also kein Eigenwert sein
kann.
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