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814 Quadratische Formen und positiv definite

Matrizen
Definition 14.1
Sel X = (X, X,)" OR" und A= (a;) OMat,,,(R) symmetrisch.
Dann heif3
X" AX = Zn:aij XX,

ij=1

quadratische Form. Sei ferner bOR" und cOR . Dann heif3t
q(x):=x"Ax+b'x+c

quadr atisches Polynom in x,..., X, .

Die Menge aller Punkte x mit
q(x) = x" Ax+b"x+c =0 heit Quadrik.

14.2 Beispiele

a) 7x +6X,” +5x,° —4X X, +2X,X,
=T7x° +6X,° +5X,7 = 2%, X, = 2%, X, + X, Xg + X5X,

7 -2 0\(x
= (X%, %) -2 6 1| X, quadratische Form
0 1 5){x

b) q(x) =5%° —3x,” +4xX, — X, +3

ist ein quadratisches Polynom
2 X 2
0 %+b—22—1:o (Ellipsengleichung)

ist eéine Quadrik mit n=2.

Quadriken mit n=2 konnen generell as Kegelschnitte (Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln,...)
aufgefasst werden. Fur n = 3 entstehen Ellipsoide, Paraboloide usw.
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Definition 14.3

Sei AllMat,,,(R) symmetrisch und seien A,,..., A, die Eigenwerte von A. Dann heif3t A
* positiv definit, falls A, >0 i,
» positiv semidefinit, falls A, 20 Oi,
* negativ definit, falls A, <0 i,
* negativ semidefinit, fals A, <0 Oi,
* indéfinit, falls A;,A; existieren mit A;,4; <O0.

Es besteht en enger Zusammenhang zwischen positiver (Semi-) Definitheit und
guadratischen Formen:

Satz 14.4 (Char akterisierung positiv definiter Matrizen)

Sei AllMat,,,(R) symmetrisch. Dann sind aquivalent:
a) Aist positiv definit
b) x'Ax>0 OxOR™ mit x#0.

Sei {w,,..,w} Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A mit Eigenwerten A,,..., A, .

Dann gilt fur x=>"a,w, mit x#0:
i=1

_ T T
= _zai/]jak(wi w;) (W w,)
ik ofrizj ofir jzk

n

=y a A >0

(b) = (a)

Sei A nicht positiv definit. Dann existiert ein Eigenwert A <0 mit Eigenvektor v (£ 0), so

dass VI Av=Vv'(Av) = Av'v<0.
0 30

Widerspruch zu x" Ax>0 [Ox# 0. g.ed.

Als wichtiges Kriterium zum Uberprifen wvon positiver  Definitheit ohne
Eigenwertberechnung kann man zeigen:
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Satz 14.5 (Hauptminorenkriterium)

Eine symmetrische Matrix AOMat, ., (R) ist genau dann positiv definit (bzw. semidefinit),
wenn ihre Hauptminoren

ay v Ay

Aq - Ay
fur k =1,...,n positiv (bzw. nichnegativ) sind.

14.6 Beispiel
2] -1|-3
Isst A=| -1 2 | 4 | positiv definit?
-3 4 9
Hauptminoren:
« [2=2>0
(Determinante, kein Betrag)
2 —
. =4-1=3>0
-1 2
2 \-1 -
2 -1 - -1 -
e (IF1 ]2 4|=2 +1 -3
4 9 4 9 2 4
-3/4 9

= 2(18-16) + (-9+12) —3(-4+6)
=4+3-6=1 >0

= A positiv definit

Ahnlich wie zu jeder nichtnegativen Zahl eine Wurzel existiert, gibt es auch die , Wurzel* aus
einer positiv semidefiniten Matrix.

Satz 14.7 (Wurzel aus einer positiv semidefiniten M atrix)

Die symmetrische Matrix AUOMat,, (R) sei positiv semidefinit. Dann existiert eine
symmetrische positiv semidefinite Matrix BOMat .. (R) mit B> = A.

Beweis:

Seien A,,..., A, die Eigenwertevon Aund v,,...,v, die entsprechenden Eigenvektoren.
Mit Q:= (v, |...|v,) und A =diag(A,,... A, ) giltdann:  A=QAQ'
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Setze N2 = dlag(\//i_l\/Z) und B:= Q/\%QT .
— B2 =QN?Q" QN?QT =QAQ" = A g.ed.

Positive und negative definite Matrizen spielen eine wichtige Rolle beim Nachwels von
Minima und Maximabei Funktionen mehrerer Variabler (= spéter)

Gibt es obere und untere Schranken fur quadratische Formen?

Definition 14.8
Sei AOMat,,,,(R) symmetrischund xCOR" mit x # 0. Dann nennt man
x" AX
R.(¥) = R(X) =—
X' X

den Rayleigh-Quotienten.

Satz 14.9 (Rayleigh-Prinzip)

Se AOMat,, (R) symmetrisch mit Eigenwerten A, 24, >..2 A4, und entsprechenden
orthonormierten Eigenvektoren w,,...,w. . Dann gilt:
a A, <R(X) <A
b) Diese Grenzen werden auch tatséchlich angenommen:
A= max R(x) A, = rQlOn R(x)

Beweis:

n T n
8 Ausx=) a,w folgt: xTx:(Zaiwij (Zajwjj:Zaiz
i=1 i i

und Ax=3 AW, =Y, (Aw)
i=1

i=1

= xTAx:(Zaiwi' j(ZajAjwjj = an:/}iaiz
i j i=

i Shal [2A

T, 2
X' X Zai 5
1

= R(X) =

n

b) Setzt man x =w,, sofolgt

T T
—_ Wk AWk — Wk Aka —_
R(Wk) - T - T - Ak
Wk Wk Wk Wk

Also: A, = R(w,) < R(X) < R(w,) = A, g.ed.
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