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§14 Quadratische Formen und positiv definite 
Matrizen 

 

Definition 14.1 
 
Sei nT

nxxx R∈= ),...,( 1  und )(Mat)( RnnijaA ×∈=  symmetrisch. 
Dann heißt 
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quadratische Form. Sei ferner nb R∈  und R∈c . Dann heißt 
 cxbAxxxq TT ++=:)(  
quadratisches Polynom in nxx ,...,1 . 
 
Die Menge aller Punkte x mit 
 0)( =++= cxbAxxxq TT  heißt Quadrik. 
 
 

14.2 Beispiele 
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ist ein quadratisches Polynom 
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a
x   (Ellipsengleichung) 

ist eine Quadrik mit 2=n . 
 
Quadriken mit 2=n  können generell als Kegelschnitte (Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln,...) 
aufgefasst werden. Für 3=n  entstehen Ellipsoide, Paraboloide usw. 
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Definition 14.3 
 
Sei )(Mat RnnA ×∈  symmetrisch und seien nλλ ,...,1  die Eigenwerte von A. Dann heißt A 

•  positiv definit, falls 0>iλ   i∀ , 
•  positiv semidefinit, falls 0≥iλ  i∀ , 
•  negativ definit, falls 0<iλ   i∀ , 
•  negativ semidefinit, falls 0≤iλ  i∀ , 
•  indefinit, falls ji λλ ,  existieren mit 0, <ji λλ . 

 
 
Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen positiver (Semi-) Definitheit und 
quadratischen Formen: 
 

Satz 14.4 (Charakterisierung positiv definiter Matrizen) 
 
Sei )(Mat RnnA ×∈  symmetrisch. Dann sind äquivalent: 

a) A ist positiv definit 
b) 0>AxxT  nx R∈∀  mit 0≠x . 

 
Beweis: 
(a) ⇒  (b) 

Sei { }nww ,...,1  Orthonormalbasis von Eigenvektoren von A mit Eigenwerten nλλ ,...,1 . 

Dann gilt für ∑
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(b) ⇒  (a) 

Sei A nicht positiv definit. Dann existiert ein Eigenwert 0≤λ  mit Eigenvektor v )0(≠ , so 
dass {{ 0)(

00

≤==
≥≤

vvvvAvv TTT λλ . 

Widerspruch zu 0>AxxT     0≠∀ x .    q.e.d. 
 
 

Als wichtiges Kriterium zum Überprüfen von positiver Definitheit ohne 
Eigenwertberechnung kann man zeigen: 
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Satz 14.5 (Hauptminorenkriterium) 
 
Eine symmetrische Matrix )(Mat RnnA ×∈  ist genau dann positiv definit (bzw. semidefinit), 
wenn ihre Hauptminoren 
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für nk ,...,1=  positiv (bzw. nichnegativ) sind. 
 
 

14.6 Beispiel 
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⇒  A positiv definit 
 
 
Ähnlich wie zu jeder nichtnegativen Zahl eine Wurzel existiert, gibt es auch die „Wurzel“ aus 
einer positiv semidefiniten Matrix. 
 

Satz 14.7 (Wurzel aus einer positiv semidefiniten Matrix) 
 
Die symmetrische Matrix )(Mat RnnA ×∈  sei positiv semidefinit. Dann existiert eine 
symmetrische positiv semidefinite Matrix )(Mat RnnB ×∈  mit AB =2 . 
 
Beweis: 
Seien nλλ ,...,1  die Eigenwerte von A und nvv ,...,1  die entsprechenden Eigenvektoren. 
Mit ( )nvvQ |...|: 1=  und ( )nλλ ,...,diag 1=Λ  gilt dann: TQQA Λ=  
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Setze ( )nλλ ,...,diag: 1
2

1
=Λ  und TQQB 2

1
: Λ= . 

AQQQQQQB TT
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   q.e.d. 

 
 
Positive und negative definite Matrizen spielen eine wichtige Rolle beim Nachweis von 
Minima und Maxima bei Funktionen mehrerer Variabler (! später) 
 
Gibt es obere und untere Schranken für quadratische Formen? 
 

Definition 14.8 
 
Sei )(Mat RnnA ×∈  symmetrisch und nx R∈  mit 0≠x . Dann nennt man 
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den Rayleigh-Quotienten. 
 
 

Satz 14.9 (Rayleigh-Prinzip) 
 
Sei )(Mat RnnA ×∈  symmetrisch mit Eigenwerten nλλλ ≥≥≥ ...21  und entsprechenden 
orthonormierten Eigenvektoren nww ,...,1 . Dann gilt: 

a) 1)( λλ ≤≤ xRn  
b) Diese Grenzen werden auch tatsächlich angenommen: 
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Beweis: 
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b) Setzt man kwx = , so folgt 
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Also: 11 )()()( λλ =≤≤= wRxRwR nn     q.e.d. 
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