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8§13 Eigenwerte und Eigenvektoren
symmetrischer Matrizen

Problem:
Symmetrische Matrizen (d.h. a; =a; [i, j) kommen in der Praxis haufig vor. Gibt es in

diesem Fall einfache Aussagen Uber Eigenwerte und Eigenvektoren?

Satz 13.1 (Eigenwerte, -vektoren symmetrischer Matrizen)

Fur eine symmetrische Matrix ACMat, ., (R) gilt:

a) AlleEigenwerte sind reell.
b) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis:

a Sel z=x+iydC und zZ=x- iy die konjugiert komplexe Zahl. Dann ist
72=77=x2+ y2UR.
Fur Vektoren und Matrizen definiert man die komplexe Konjugation komponentenwei se.
Sei nun A Eigenwert von A zum Eigenvektor v.

= AV v= WTV = (Av)Tv =v A'v
=V Av=v (W) =AV'v
Dav vOR und # 0 (Eigenvektoren sind # 0), ist A=A, dh. A0R
b) Seien v,,v, Eigenvektoren von A zu verschiedenen Eigenwerten A, A,.

= /]1V1TV2 =(Avi)'V, = (Av)' v, = V1T A'v, = V1T (Av,)
= V1T (Av,) = /12V1TV2

=0=(A-A)v,'v, =V, und v, sindorthogonal. g.ed.
#0
13.2 Beispiel

A= 12 mmetrisch

“l2 4] ¥
» Eigenwerte:

1_
0=det(A-Al) = 4_/]‘:(1—/1)(4—)1)—4

=A-A—dA+ P —h=F -5} =)()-5)
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= zweli reelle Eigenwerte: A =0,4,=5
» Eigenvektorenzu A, =0 (A-Alv=0
1 2 0
o zwei linear abhangige Gleichungen
2 4)\ %, 0
X +2X, =0
. -2s
X, =S =X =-25 = Eigenraum {( < j SDR}

-2
Eigenvektor z.B. v, :( J

1
» Eigenvektorenzu A, =5 (A=A l)v=0
-4 2\(X 0 . . .
= zwei linear abhangige Gleichungen
2 -1){x, 0

2% =%, =0
S

X, =S =>X,=2S = Eigenraum {(ZSJ SDR}

1
Eigenvektor z.B. v, = (2]

v, und v, sind orthogonal.

Symmetrische Matrizen lassen sich mit Hilfe ihrer Eigenwerte und Eigenvektoren elegant
zerlegen:

Satz 13.3. (Hauptachsentransfor mation, Spektralsatz)

Se AUMat, (R) symmetrisch. Nach Satz 13.1 hat A ein Orthonormalsystem von
Eigenvektoren v,,...,v, mit zugehorigen reellen Eigenwerten A, ,...,A,,. Dannist

A=QAQ"
mit der orthogonalen Matrix Q = (v, |...]v,) und der Diagonalmatrix

.0

A

n

A =diag(A,,.., ) =
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Bemerkung:
a) Das bedeutet, dass A auf Diagonal gestalt transformiert werden kann.

A=QTAQ
Durch den Ubergang in dasdurch Q =(v, |...| v, ) definierte Koordinatensystem hat A

also eine besonders einfache Gestalt.

b) Alé&sst sich auch schreiben as
A=AV, +..+A vy’

n"n-"n

Hier erkennt man sofort, dass A,,..., A, Eigenwerte zu v,,...,v, sind, denn

n
_ T, -
AV =D AVVY =AY,
i1 —

=0furizk

Bewels (zu Satz 13.3):

Nach Satz 13.1 sind die Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal.

Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren erzeugt man nun ein Orthonormalsystem in jedem
Eigenraum. Damit entsteht ein Orthonormalsystem {v; ...,v.} von Eigenvektoren von A.

Die k-te Spalte von Q" AQ lautet:
Q' Av, = Q' (AV) = /]kQTVk = A&

mit e =| 1| € k-te Stelle

A
Somitist Q" AQ = g.ed.

0

13.4 Beispiel

1 2
Transformiere A= (2 4} auf Diagonalgestalt.

L 6sung:

-2
Nach Beispiel 13.2 hat A die Eigenwerte A, =0 und A, =5 mit Eigenvektoren w, :( L ]

1
und w, = (2]

-2 1
Normierung der Eigenvektoren ergibt v, = %( 1 j und v, = %(2} :
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o 9

Mit der orthogonalen Matrix

_1(-2 1 T — di
_E( ) 2] folgt Q" AQ =diag(4,,4,)

Probe:
oo L2 1)1 2y 1(-2 1
QQ_E1224E12

= P M
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