SS 2002 Mathematik fur Informatiker Il — Teil B

8§12 Eigenwerte und Eigenvektoren

Problem:

Sel vOR" und AOMat_, (R).Dannsindvund Av normalerweise nicht paralel.

nxn

Av

Gibt es ausgezeichnete Richtungen v, so dass Av ein skalares Vielfaches von v ist?

%
\%

Definition 12.1

Sei AOMat,, . (R). Einvon 0 verschiedener Vektor vOOR" heifdt Eigenvektor von A, wenn

esein AOR gibt mit
Av=]

Der Skalar A heifdt dann Eigenwert von A.

Bemerkung:
Eigenvektoren und Eigenwerte sind wichtig in Statik, Maschinenbau, Elektrotechnik,

Informatik, Biologie und Wirtschaftswissenschaften. Oft bezeichnen sie besondere Zustande
von Systemen.

Beispid:

1831 haben Soldaten eine Bricke zum Einsturz gebracht, weill sie mit einer Freguenz
marschiert sind, die einen Eigenwert der Bricke getroffen hat. Seitdem marschiert man nicht
mehr im Gleichschritt Uber Briicken.

12.2 Beispiel
v=(1] ist Eigenvektor von Az(s O],denn
2 8 -1

el ot
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12.3 Bestimmung von Eigenwerten

Aus Av = Av folgt (A—Al)v=0.
v =0 ist als Eigenvektor ausgenommen, dastets A[D =0 ist.
Wir suchen also nichttriviale Lésungen von (A- Al)v = 0. Dazu muss gelten:

|det(A-Al) =0

Fur eine (nxn)-Matrix A ist det(A-Al) Polynom vom Grad nin A (charakteristisches

Polynom von A).
Seine (héchstens n verschiedenen) Nullstellen sind die Eigenwerte.

12.4 Beispiel

2 1
Far A:(6 J erhalten wir die charakteristische Gleichung:
6 1—/1‘
=2-2A-A+ N -6=X1-31-4

_3+49+16 _3%5

A=
1/2 2 2

0=det(A-Al) = =(2-1)(1-1)-6

A =4 A, =-1

12.5 Bemerkung

a) Selbst wenn A nur reelle Eintrége hat, konnen komplexe Eigenwerte auftreten.

b) Sucht man Eigenwerte einer (nxn)-Matrix als Nullstellen des charakteristischen
Polynoms, kann das fir n >3 unangenehm, fir n=5 i.A. analytisch unmdglich werden.
Dann werden numerische Approximationen benttigt (ebenfalls relativ schwierig).

c) Man kann zeigen, dass A genau dann invertierbar ist, wenn A =0 kein Eigenwert ist.

Definition 12.6

Se AUOMat
fals a; =0 far i>] (bzw. i<j)ist. Ist a; =0 fur ale i # j, handelt es sich um eine
Diagonalmatrix.

(R). A=(a;) heil’}t obere Dreiecksmatrix (bzw. untere Dreiecksmatrix),
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Beispiele:

3 1 -5
A=(0 0 1 ist obere Dreiecksmatrix

0 0 2

30 N . . : .
B= (0 5) ist Diagonalmatrix und damit auch obere/untere Dreiecksmatrix

Satz 12.7 (Eigenwerte von Dreiecksmatrizen)

Ist AOOMat,,,(R) eine obere oder untere Dreiecksmatrix, so sind die Eigenwerte durch die
Diagonal eintrége gegeben.
Beweis:

Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonaleintrage.
Fur A=(a;) folgt also aus O=det(A-Al)=(a, -1)L.Ua, — 1), dass die Eigenwerte

durch A, =a;,...,A, =a,, gegeben sind.
g.ed.

12.8 Beispiel

3 0
A= (8 1] hat die Eigenwerte 3 und -1 (vgl. Beispiel 12.2)

12.9 Bestimmung der Eigenvektoren

Annahme: Eigenwert A der Matrix A sei bekannt.
Dann sind die zugehdrigen Eigenvektoren nichttriviale Losungen von
(A-Al)v=0 O

Eigenvektoren sind nicht eindeutig bestimmit:

mit vist auch av mit a # 0 Eigenvektor.

Der Losungsraum von (0 heifdt Eigenraum von A zum Eigenwert A.

Man sucht daher nach Basisvektoren im Eigenraum und gibt diese a's Eigenvektoren an.

12.10 Beispiel
0 0 -2
Bestimme Basen der Eigenraumevon A=|1 2 1
1 0 3
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L Osung:
0=det(A-A)=...=(A-1D(A-2)?
A=1und A =2 sind also Eigenwerte.

1) Eigenraumzu A =2 ist Losungsraum von
-2 0 -2\(x 0
1 0 1|x|=|0
1 0 1){x 0
Das sind 3 linear abhéngige Gleichungen mit der Lésungsmenge
S
t [|StUORG.
-S
Zwel Basisvektoren sind z.B.
13)(0
01
-1){0

i) Eigenraumzu A =1 ist Lésungsraum von
-1 0 -2\(x 0
1 1 1|x,|=|0
1 0 2)(x 0

1. und dritte Gleichung sind linear abhangig.
Addition von Gleichung 1 und 2: X, =% =0

Setze x, =s =X =5
in Gleichung 3: x, = -2x; = —2s

-2s -2
Eindimensionaler Eigenraum S ||sUR } wird z.B. von Basisvektor | 1 | aufgespannt.
S 1

Satz 12.11 (Eigenwerte von Potenzen einer Matrix)

Sei AOMat,, (R), kON und sei v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A . Dannist A
Eigenwert von A* zum Eigenvektor v.

Bewels:

Afv = A“HAV) = A (Av) = AAK Y
= JA?(AV) = 2 A%y
=..= v

A* ist also Eigenwert von A* zum Eigenvektor v. g.ed.
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Beispiel 12.12
00 -2
A" mit A=|1 2 1 | aus Beispied 12.10 hat die Eigenwerte A, =1"=1 und
1 0 3
A, =27 =128,

Die Eigenvektoren werden von A tbernommen.
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