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811 Orthogonale Matrizen

Definition 11.1

Hat eine Matrix QU Mat, ., (R) orthonormale Spalten q,,...,q,,, S0 handelt es sich um eine

orthogonale Matrix (orthonormale Matrix wére préziser, ist aber unublich).
Man definiert ferner:

o(n) :={QOMat

+a (R) | Q ist orthogonal}

Satz 11.2

Ist QU O(n), sogilt:
a) Qistsehr einfach zuinvertieren: Q7 = Q"
b) Multiplikation mit Q erhalt das euklidische Produkt:

(Qu)Qv) =uly Ou,vOR"
c) Multiplikation mit Q erhalt die euklidische Norm:
Qu=|u OuOR"

Man nennt Q daher auch | sometrie.

Beweis:

a) Sei A:(aij)::QQT.Dann gilt:
a; =;qikqjk =G qu :{](-) ((ISOI‘]JS)t)
Alsoist QQ" =1.Analogzeigtman Q'Q =1
Somitist Q" =Q™*

b) (Qu)IQV) = Qu)'(QV) =u"Q'Qv=ulv

|7
Matrixmultiplikation |

c) folgtaus(b) mit u=v. g.ed.
11.3 Beispiele
a) Rotationen sind orthogonale Matrizen. Fir n=2:
_(cos®@ -sin©
“|sn® cosG

beschreibt Drehung um Winkel ©, denn
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A
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r
©
¢ >
v, =r [tos@ vV, =r$ing
w, =r [tos(¢ + ©O) w, =r [$in(¢ + O)
=r [{cos@cos® —sin@gsin©) =r [{cos@cos® + cos@sin ©)
=V, C0sO@-Vv,snO =V,C0SO+Vv,SinO

- (wlj :(cose —sin@j(vlj
W, sSn® cosO )\v,
Dieinverse Matrix ist die Drehungum -©':
Q= (cos(—@) —sin(—O)j =( cos® sin@j o
sin(-0) cos(—O) -sn® cosO
Q ist also orthogonal.

Beachte: det(Q) = cos2@ +sin20 =1

b) Esgibt auch orthogonale Matrizen, die keine Drehungen sind, z.B.

o 01
(1 o)
Q beschreibt Spiegelung an der 1.Winkelhalbierenden, denn Q vertauscht x- und y-
Komponente:

Vl V2
o))
V2 Vl
Beachte: det(Q)=0-1=-1

Kann die Determinante orthogonal er Matrizen auch andere Werte als +1 annehmen?
Nein!
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Satz 11.4 (Deter minante orthogonaler M atrizen)

Ist QO(n), so gilt |det(Q)| =1.

Beweis:
Aus Q'Q =1 folgt:
1=det(1) = det(Q"Q) = det(Q" )det(Q)
— (det(Q))2 g.ed.

Orthogonale Matrizen Q mit det(Q) = +1 sind gesondert ausgezeichnet.

Definition 11.5

S0(n) := 0" (n) :={QTIO(n) | det(Q) =1

Satz 11.6 (Gruppeneigenschaft von O(n) und SO(n))

O(n) und SO(nN) sind Untergruppen der algemeinen linearen  Gruppe
GL(n,R)={AOMat, (R)|Ainvertierbar} .

Bemerkuna:
Man nennt O(n) die orthogonale Gruppe und SO(n) die spezielle orthogonale Gruppe.

Beweis:
Ubungsaufgabe

Wo treten orthogonale Matrizen noch auf?
Beim Wechsel von einer Orthonormalbasis zu einer anderen.

11.7 Wechsal zwischen Orthonor malbasen

Problem:

a=| ! | heikt Koordinatenvektor von u beziiglich {v,,...,v.} .
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Sei nun {w;,...,w} eineweitere Orthonormalbasisdes R".
by

u habe Koordinatenvektor b =| : | beziiglich {w,...,w} .

b

n

Gibt es eine Ubergangsmatrix Q mit b=Qa?

L gsung:
u= Zn: a\Vv,
k=1
_N ak(i(VkTVVi)VViJ v, durch {w,,...,w,} ausgedriickt
k=1 i=1
= Zn: Zn: a, (VkT\Ni ) i Vertauschung der Summation
i=1| k=1

Fur die gesuchte Ubergangsmatrix Q = (g, ) gilt also:

T T
Qi =V W =W,V

-
W

= Q=| : (Ve v,)

T
W

n

Q ist das Produkt zweier orthogonaler Matrizen und somit selbst orthogonal.
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