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§11 Orthogonale Matrizen 
 

Definition 11.1 
 
Hat eine Matrix )(Mat RnnQ ×∈  orthonormale Spalten nqq ,...,1 , so handelt es sich um eine 
orthogonale Matrix (orthonormale Matrix wäre präziser, ist aber unüblich).  
Man definiert ferner: 

{ }orthogonalist|)(Mat:)( QQnO nn R×∈=  
 
 

Satz 11.2 
 

Ist )(nOQ ∈ , so gilt: 
a) Q ist sehr einfach zu invertieren: TQQ =−1  
b) Multiplikation mit Q erhält das euklidische Produkt: 

vuvQuQ ⋅=⋅ )()(  nvu R∈∀ ,  
c) Multiplikation mit Q erhält die euklidische Norm: 

uuQ =   nu R∈∀  
Man nennt Q daher auch Isometrie. 

 
Beweis: 
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Also ist IQQT = . Analog zeigt man IQQT = . 
Somit ist 1−= QQT  
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c) folgt aus (b) mit vu = .     q.e.d. 
 
 

11.3 Beispiele 
 
a) Rotationen sind orthogonale Matrizen. Für 2=n : 
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Die inverse Matrix ist di
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Q ist also orthogonal. 
 
Beachte: ²cos)det( =Q
 

b) Es gibt auch orthogonale
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Beachte: 10)det( −=Q

 
 
Kann die Determinante ortho
Nein! 
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Satz 11.4 (Determinante orthogonaler Matrizen) 
 
Ist )(nOQ ∈ , so gilt 1)det( =Q . 
 
Beweis: 
Aus IQQT =  folgt: 
 ( ) ( ) ( )QQQQI TT detdetdet)det(1 ===   

    ( )2)det(Q=     q.e.d. 
 

Orthogonale Matrizen Q mit 1)det( +=Q  sind gesondert ausgezeichnet. 
 
 

Definition 11.5 
 

{ }1)det(|)(:)(:)( =∈== + QnOQnOnSO  
 
 

Satz 11.6 (Gruppeneigenschaft von O(n) und SO(n)) 
 

)(nO  und )(nSO  sind Untergruppen der allgemeinen linearen Gruppe 
{ }arinvertierb|)(Mat),( AAnGL nn RR ×∈= . 

 
Bemerkung: 
Man nennt )(nO  die orthogonale Gruppe und )(nSO  die spezielle orthogonale Gruppe. 
 
Beweis: 
Übungsaufgabe 
 
 
Wo treten orthogonale Matrizen noch auf? 
Beim Wechsel von einer Orthonormalbasis zu einer anderen. 
 
 

11.7 Wechsel zwischen Orthonormalbasen 
 
Problem: 

Sei { }nvv ,...,1  Orthonormalbasis des euklidischen Raums nR . Dann existieren zu jedem 
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Sei nun { }nww ,...,1  eine weitere Orthonormalbasis des nR . 

u habe Koordinatenvektor 
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Gibt es eine Übergangsmatrix Q mit aQb = ? 
 

Lösung: 
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Für die gesuchte Übergangsmatrix ( )ikqQ =  gilt also: 
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Q ist das Produkt zweier orthogonaler Matrizen und somit selbst orthogonal. 

kv durch { }nww ,...,1  ausgedrückt 

Vertauschung der Summation
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