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810 Fourierreihen

Ziel:  Ahnlich wie eine Taylorreihe eine Funktion durch ein Polynom approximiert, wollen
wir eine Funktion durch ein trigonometrisches Polynom approximieren.
Wir verwenden den Approximationssatz 9.18.

10.1 Herleitung der Fourier koeffizienten

E%

Vektorraum V = C[0,277] mit Skalarprodukt
2

{u,v) = ju(x)v(x)dx und Norm |u] = /(u,u)
0

¢  Funktion ulV
¢ endlich dimensionaler Unterraum:
W :=span {1, cos X, cos(2X),...,cos(NX),sin(X),sin(2X),...,sin(NX)}
\/o V"l %K_J %f_/ H_J %K_J H_/

vy Vn Vn+1 Vn+2 Van

trigonometrische Polynome vom Grad <n

Gesucht:
Koeffizienten a,,8a,,...,a,,b,,...,0,, so dass

1990

f(x) =i i(ak cos(kx) + b, sin(kx))

die beste Approximation an u beziiglich || [n . ,,Approximation im quadratischen Mittel*)
Diese Koeffizienten heilen Fourierkoeffizienten.

L 6sunag:
Nach Satz 9.18 ist die Approximation 1im quadratischen Mittel durch die
Orthogonalprojektion f = proju gegeben.

w

Nach Ubungsblatt 1, Aufgabe 3 sind {l, oS X,...,sin( nx)} linear unabhéngig.

e 0 (k#I
. . _{ (k#1) S

jsm(kx)sm(lx)dx— 7 k=)

0
2
I sin(kx) cos(Ix)dx = 0
0

. 0 (kzl)
Icos(kx)cos(lx)dx— T (k=121
2 (k=1=0)
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Nach Satz 9.15 lautet die Orthogonalprojektion

f =proju = i <U’V';> v,
W

=

= Lﬂ(u,l> + Zn:ll_[«u, cos(kx)) cos(kx) + (u, sin(kx)) sin(kx))
k=1

Somit lauten die Fourierkoeffizienten

1 1 2
a, = 7—T<u,l> = ju(x)dx
0

2
a = %{u,cos(kx)) = 7% j u(x) cos(kx)dx
0 k=0,..,n

b, = i(u,sin(l«)) -1 f u(x) sin(kx)dx
T T,

10.2 Beispiel

Die Funktion u(X) = X soll auf [0,277] im quadratischen Mittel mit einem trigonometrischen
Polynom vom Grad < n approximiert werden.

2m

=277

——jxdx lﬁ

772

& = lz)fxcos(kx)dx =L XlSin(kX) ! - 2JleSin(kX)dx
T 0 mokK 0 0 k
0
11 - .
=—L5cos(kx)) =0 firk=1
Tk 0
b, = lzsz,in(kx)dx Y cos(kx) K + zfl cos(kx)dx
“ o 0 7 k 0 o K
| 17 11 2
—| =27~ |+ —| —sin(kx =—— (k=21
n{ k} ﬂ[kz sin( )l k k=1

= f (X)=m- 2(sin X + sin(2Xx) + sin(3X) - sin(nx)j
" 2 3 see n
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2n 1 i)
f2(X) = — 2 sin X — sin (2X)

fi(X) =m—2 sin X

7l f()(X) =T

27

v

Definition 10.3

Lasst man den Grad des trigonometrischen Approximationspolynoms gegen oo gehen,
entsteht die Fourierreihe

00

f(x) = % + (a, cos(kx) + by sin(kx))

k=1

27T
mit  a, = 1 j u(x)cos(kqdx  k=0,1,...
T 0

2m
b, = L j u(x) sin(kx)dx k=12,..
T 0

Bemerkunag:
Falls u differenzierbar ist, kann man zeigen, dass die Fournierreihe punktweise gegen U

konvergiert.
An Sprungstellen zeigen die Fourierpolynome Uber- und Unterschwingungen (Gibbs-
Phanomen).

10.4 Praktische Bedeutung

* Fourierreihen sind unentbehrlich in der Signal- und Bildverarbeitung (Bilder sind 2D-
Signale)

* Fourierkoeffizienten eines Signals geben die Anteile der einzelnen Frequenzen an.
a, ,b, mit kleinem k: tiefe Frequenzen

a,,b, mit groem k: hohe Frequenzen

* Filterentwurf durch Spezifikation im Frequenzbereich
a) Tiefpassfilter: dimpfen hohe Frequenzen (z.B. Rauschen)
b) Hochpassfilter: dimpfen tiefe Frequenzen (z.B. Rumpeln, Brummen)
¢) Bandpassfilter: lassen nur vorgegebene Frequenzbereiche passieren (z.B. mittlerer
Frequenzbereich bei Stimmiibertragung)
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