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89 Orthogonalitat

Der Winkel zwischen Vektoren

Motivation:

Vv

Das euklidische Produkt zweier Vektoren u,vOR?, die einen Winkel © einschlieBen, lautet:

ulv = u| []l/| [¢0sO.
Fiir orthogonale Vektoren u,v ist © = ﬁ.
Somitist ulv¥ =0.
Definition 9.1

Sei (V,< D]j}) ein Pra-Hilbert-Raum tber R mit induzierter Norm || [n Fiir nicht
verschwindende Vektoren u,vV gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl © [ [O, 77] mit

()

cos@=——,
Jull i

die wir als Winkel zwischen uund v definieren.

uund v heiBen or thogonal, falls (u,v) = 0 (somit © = g) ist.

9.2 Beispiele
a) Euklidischer Raum R*,
4 -2
3 1
u= , V=
1 2
-2 3

lu| = (16+9+1+4)"2 =430

M=(a+1+as0)? = i3
ulv=(uVv)=-8+3+2-6=-9

—~
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cos@ = = —0,3873

'rr

= 0 =1968 [J112,8°

b) C[ 11] mit Skalarprodukt u, V J-u(x) W(x)dx. Mit u(x) := x und V(X):= x* ergibt
-1
sich

(u,v) jxﬂx—{ﬁl =

Die Funktionen u(x) = X und V(X) = X* sind also orthogonal in C[— l,l] bzgl. < ED

—% =0 (auch wegen Symmetrie)

e

Satz 7.12 verallgemeinern wir zu:

Satz 9.3 (Satz des Pythagorasin Pré&-Hilbert-Raumen)

Sei (V,< D]:}) ein Pra-Hilbert-Raum iiber R und || [n die induzierte Norm.
Dann gilt fiir orthogonale Vektoren u,vUV :

Sl M

Beweis:
u+ 2=u+v,u+v=u2+2u,v+ ? g.e.d.
Ju+v” =( )=l

NN

=0

9.4 Beispiel

1
C[-1,1] mit Skalarprodukt (u,v) = j u(X)V(X)dx

Nach 9.2 b) sind u(x) = X und V(X) = x> orthogonal.
1 | X ) -

Ju +V||2 = I(X+ X2)?dx = J'(x2 +2x° +x")dx = {X?jL 2% +X_}
b ’ 1

S
11,1 (1,1 1y_2,2_16
=t | —— - | =2+ ==
325032 5)3 5 15

c_tooo kT 2 » b T 2
= fracs| X =2 = e T 22
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Wie erwartet gilt also:

2 2 16
o+ =242 =18 =g

In Pri-Hilbert-Rdumen ist es oft sinnvoll, Basen zu wihlen, deren Elemente paarweise
orthogonal sind.

Definition 9.5

Eine Menge von Vektoren in einem Pra-Hilbert-Raum heifit orthogonale Menge, wenn ihre
Elemente paarweise orthogonal sind. Haben sie auBBerdem die (induzierte) Norm 1, so heif3t
die Menge orthonormal.

Bildet eine Basis eines Pri-Hilbert-Raums eine orthogonale (orthonormale) Menge, spricht
man von einer Orthogonalbasis (Orthonor malbass).

9.6 Beispiel

0 1
u =|11],u,=[0], u,=| 0 | bilden eine orthogonale Menge im euklidischen Raum R,
0 1 -1

denn es gilt:
0=u, L, =u, by =u, ;.

Zwar ist |u1| =1, aber wegen |u2| =2 = |u3| ist {ul,uz,u3} keine orthonormale Basis.

Um eine orthonormale Menge {VI,VZ,V3} zu erhalten, muss man durch die euklidischen
Normen dividieren:

P 2 I

NAVA 0 |,V 0

Tl A Tl v,

Jun]

v, = 1
0

Satz 9.7 (K oordinatendar stellung in Orthonor malbasis)

Sei S={V1,...,Vn} eine Orthonormalbasis eines endlich dimensionalen Pri-Hilbert-Raums

v.{m).
Dann gilt fiir jeden Vektor ulV :
u={uv,)Vv, +..+{uv,)V,
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Beweis:

n
Da SBasis ist, existieren eindeutig bestimmte «,,...,a, mit U= Z av,

(v = <za, ) >:iZ:1:ai<vi,vk>

Wegen <vi ,vk> = {10 ((II :Ii()) ist also <u,vk> =a, fir k=1..,n. q.e.d.

9.8 Beispiel
— 3
0 ARV
v,=|1|,v,=| 0 |, v;=| 0 | bilden eine Orthonormalbasis im euklidischen Raum R’.
3 4
0 % %

1
Man schreibe u = {IJ als Linearkombination von V,,V,,V;.
1

uly, =1 , uly, =- =

:U[U By
1 o) ° ¥ > yA

4
—+
5

WD | W

l , u@3=§+i=1
5 5 5 5

Satz 9.9 (Koordinatendar stellung in Orthogonalbasis)

Sei S={Vl,...,vr} eine Orthogonalbasis eines endlich dimensionalen Pri-Hilbert-Raums

v.{m).

Dann gilt fiir jedes uJV :

_ <u,v1>v .\ <u v >

Lt
I Vil

Beweis:
Aus der Orthogonalbasis S erhédlt man durch Normierung die Orthonormalbasis
S= {L } Nach Satz 9.7 gilt:

v
u —< —>— < > Vo <u V> <u v > g.e.d.

Ml Mol -l
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Bemerkung:

Unter Zusatzvoraussetzungen gelten dhnliche Aussagen auch in unendlich dimensionalen
Réaumen.

Satz 9.10 (Lineare Unabhangigkeit orthogonaler Mengen)

Eine orthogonale Menge S={V1,...,Vn} mit von O verschiedenen Elementen ist linear
unabhingig.
Beweis.

n
Wir zeigen, dass aus Z:a'ivi =0 stets a, =...=a, =0 folgt.

i=1
Sei also Z‘a'ivi = 0. Dann gilt fiir jedes v,, k =1,...,n:
i=1
0=>av.v)

=3 a (v, v ) =|vil|” Ty, da (v, v, ) =0 fiir i £ k
=a, =0 firk=1..n q.e.d.

9.11 Beispie

1 1
0 /Fz Kfz
1L, 0 | 0
0)| ! —y
V)"
euklidischen Raum R* ist.

Nach Satz 9.10 handelt es sich also um eine Orthomormalbasis.

Aus Beispiel 9.6 wissen wir, dass eine orthonormale Menge im

Nach Satz 9.10 wissen wir, dass orthogonale Mengen linear unabhédngig sind. Kann man
umgekehrt aus einer linear unabhéngigen Menge eine orthogonale Menge konstruieren?

9.12 Der Orthogonalisierungsalgorithmusvon Gram und
Schmidt

Gegeben:
iV,( E[IZ) ) Pra-Hilbert-Raum mit endlich dimensionalem Unterraum W.

W habe Basis {ul,...,un} .

Gesucht:
Orthogonalbasis {Vl,...,vn} von W.
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Schritt 1: Vv, = U,

Schritt 2:

Ansatz: v, :=u, — AV, mit Forderung <V2,V1>i0 erlaubt Bestimmung von A, :

0 =(v,,v,)=(u, =Av,,v,)

<U2,Vl>—/]1 <V1,Vl> :>/]1 :<u2’\£1>
vl

2 = u2 <u2’\21>
i

Vi

Schritt n: Seien {v,,...,v._} orthogonal fiir n>2.
n-1
Ansatz: Vv, :=U, —Z)livi mit Forderungen <V V-> =0 fur j=1,.,n-1

n>Yj
i=1

fuhrt auf:

0 ;<vn,vj> = <un —nz_l/tvi ,vj>

i=l

Das Gram-Schmidt-Verfahren liefert somit einen konstruktiven Beweis von:

Satz 9.13 (Existenz einer Orthogonalbasis)

Jeder endlich dimensionale Pri-Hilbert-Raum besitzt eine Orthogonalbasis.

Bemerkuna:
Durch Normierung entsteht eine Orthonormalbasis.
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9.14 Beispiel
1 0 0
Konstruiere aus U, =|1|, u, =| 1|, u; =| 0| mit dem Gram-Schmidt-Algorithmus eine
1 1 1

Orthogonalbasis des euklidischen Raums R* .

1
Schritt 1. v, =u, =1
1

Ly 0) (1 -2

Schritt 2: v, :u2—<2;2‘>\/1 = |1]=2]1] = %
v 30 y

3

_ <u3,v1>v (V)
2 1 2
vl v

:3_11_2_1%
o (4] (-4 0
Us) s Pz

{V1 ,V, ,V3} ist die gesuchte Orthogonalbasis.

Schritt 3:

<
I

3 V2

Ein ,,Abfallprodukt® des Gram-Schmidt-Verfahrens ist der

Satz 9.15 (Orthogonal pr ojektion auf Unterraume)

Sei (V,< ED) ein Pra-Hilbert-Raum, ullV und sei W ein endlich dimensionaler Unterraum
mit Basis {vl,...,vr} .

Dann beschreibt

proju= 3-8
T ]

eine Orthogonalprojektion von u auf W, d.h.
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proju JW und <u —proju,W> =0 [OwOW
w w

u-proju
w

a

proj u
w

Bemerkuna:
Ist {v,....,v.} Orthonormalbasis, gilt proju = i(u,vi .
w

i=1

Ist die Orthogonalprojektion eindeutig?

Definition 9.16

Sei W ein Unterraum eines Pra-Hilbert-Raums (V,< E[I:)) Dann bezeichnet
w?={vOv|(v,w) =0 OwOw}
das orthogonale Komplement von W.

Satz 9.17 (Projektionssatz)

Sei W ein endlich dimensionaler Unterraum eines Pra-Hilbert-Raums 6/,< EI]Z})

Dann besitzt jedes VIV eine eindeutige Darstellung v=w, +W, mit w, JW und w, OW".
(dh. V=wOW").

Bewels:
Es ist nur die Eindeutigkeit zu zeigen (Existenz: Satz 9.15).
Sei w,,w,'OW und w,,w,'0W" mit

VEW AW, =W W

=SW-wWIEw,'-w,

Es gilt: (w,'=W,,w) = (w,",w) —(w,,w) =0
T T

d.h. w,'-w, OW".
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Andererseits: w,'-w, =w, —w,'JW, da Wabgeschlossen

=0= W, '—WZ,WZ '—Wz = ”Wz '_WZ ”2
N

%/_J
D\N]
=0=w,"-w, =w, —w,'
=S>W,'=w,,w'=sw, q.e.d.

Gibt es weitere Anwendungen der Orthogonalprojektion?

Satz 9.18 (Approximationssatz)

Sei (V,< D]:}) ein Préa-Hilbert-Raum mit induzierter Norm ||En und W ein endlich

dimensionaler Unterraum.
Zu jedem V[V ist dann projVv die beste Approximation von Vin W, d.h.
w

V — projV| <||V—W1| UwOW mit w # projVv
w w
Beweis
2
vl = v=projy +projy-

w w
\q/_—J \.V_—J
wb ow

2 2
=|v- proj\/‘ +|projv - \A{ Pythagoras
w w
2
2|V— proj\/‘
w
Gleichheit gilt genau dann, wenn W = projV. g.e.d.
w

9.19 Beispie

7
V= c{o,’ﬂ mit Skalarprodukt (u,V) := j u()V(X)dX.
0

Bestimme die Gerade, die die Funktion u(Xx) =sin X im Intervall [O, g} am besten bzgl. der

induzierten Norm approximiert.

L 6sung: W = span {1,>§ Unterraum aller Geraden

-Erzeugnis* T k

ViV,
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2
Gesucht: proju=Z:/1iVi mit 0 = < ZAI - > k=12
w i=1

Bei uns: 0= <sin X—A - )lzx,1>
0 =(sin X~ A, = A,% X)

ergibt lineares Gleichungssystem mit Unbekannten A, A,

A (LL) + A, (x.1) = (sin x,1)
A (LX) + A, (X, X) = (sin X, X)

Mit (L) = [10dx ==

T %
s1nx1 J'smxdx——cosx| =0+1=1
0

% 7
(x,x) = J'x2dx:£3 o
0 31, 24
% 77 ”Z
<sin X, X> = szin xdx = —Xcos X|02 + Icos xdx=..=1
0

lautet das System:

7 2] G-

Losung: A —8E€ﬂ fj 0,11
T
A, =24 [€4 ”j 0,66
Vs
Beste Approximation: g(x) =A, +A,x
A
1T sin X
0,11 1
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