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§8 Funktionalanalytische Verallgemeinerungen 
 

Definition 8.1 
 
Sei V ein reeller Vektorraum. 
Ein Skalarprodukt (inneres Produkt) ist eine Funktion R→×⋅⋅ VV:,  mit folgenden 
Eigenschaften: 
 
(i) Symmetrie: uvvu ,, =    Vvu ∈∀ ,  

(ii) Additivität: wvwuwvu ,,, +=+  Vwvu ∈∀ ,,  

(iii)Homogenität: vuvu ,, αα =   Vvu ∈∀∈∀ ,,Rα  

(iv) Nichtnegativität: 0, ≥vv    Vv ∈∀  

Nichtdegeneriertheit: 00, =⇔= vvv  
 
( )⋅⋅,,V  heißt Prä-Hilbert-Raum. 
 
Bemerkung: 
Ist V zudem vollständig (d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert), so heißt ( )⋅⋅,,V  
Hilbertraum. 
 
 

Beispiele 8.2 
 
a) Euklidische Räume 

Der n-dimensionale euklidische Raum ist ein Prä-Hilbert-Raum. Nach Satz 7.5 sind alle 
Eigenschaften von Definition 8.1 erfüllt. 
 

b) Gewichtete euklidische Räume 
Seien Tuuu ),( 21=  und Tvvv ),( 21=  Vektoren in 2R . 
Dann wird durch 2211 53:, vuvuvu +=  ein Skalarprodukt definiert 
 
Beweis: 
(i) uvvuvuvu ,53, 2211 =+=   2, R∈∀ vu  

(ii) 22221111222111 5533)(5)(3, wvwuwvwuwvuwvuwvu +++=+++=+  
      
     wvwu ,, +=  2,, R∈∀ wvu  

(iii) vuvuvuvu ,53, 2211 αααα =+=  2,, R∈∈∀ vuRα  

(iv) 053, 2
2

2
1 ≥+= vvvv  2R∈∀ v  

0, =vv  nur wenn 021 == vv    q.e.d. 
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c) Polynomräume 

Seien ∑
=

=
n

k

k
k xap

0

 und ∑
=

=
n

k

k
k xbq

0

 Polynome vom Grad n≤ .  

Dann wird durch ∑
=

=
n

k
kkbaqp

0
:,  der reelle Vektorraum der Polynome vom Grad n≤  

zum Prä-Hilbert-Raum  
 

d) Funktionenraum [ ]baC ,  
Sei [ ] [ ] [ ]{ }bafbafbaC ,aufstetig|,::, R→=  und seien [ ]bagf ,, ∈ . 
Dann wird [ ]baC ,  mit  

  ∫=
b

a

dxxgxfgf )()(:,  

zum Prä-Hilbert-Raum. 
 
Lässt sich die euklidische Norm verallgemeinern? 
 

Definition 8.3 
 
Sei V ein reeller Vektorraum. 
Unter einer Norm auf V versteht man eine Abbildung R→⋅ V:  mit folgenden 
Eigenschaften: 
 
(i) 0≥v  Vv ∈∀  

(ii) 00 =⇔= vv  

(iii) vv αα =  R∈∀∈∀ α,Vv  

(iv) vuvu +≤+  Vvu ∈∀ ,  
 
( )⋅,V  heißt normierter Raum. 
 
Bemerkung: 
Ein vollständiger normierter Raum heißt Banachraum. 
 
 

Satz 8.4 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in Prä-
Hilbert-Räumen) 

 
Sei ( )⋅⋅,,V  Prä-Hilbert-Raum. Dann gilt: 

vvuuvu ,,, 2 ≤   Vvu ∈∀ ,  
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Beweis: 
Falls 0=u , so sind beide Seiten gleich 0. 
Sei also 0≠u . Dann gilt für alle R∈x : 
 

{
cba

vvxvuxuuvuxvux
===

++=++≤
::

2

:

,,2,,0
321321

 

Die Parabel cbxax ++2  hat demnach höchstens eine reelle Nullstelle. 
Die Diskriminante acb 42 −  ist daher nicht positiv: 
 vvuuvuacb ,,4,440 22 −=−≥  
Daraus folgt die Behauptung.      q.e.d. 
 
 

Satz 8.5 (Induzierte Norm von Prä-Hilbert-Räumen) 
 
Jeder Prä-Hilbert-Raum ( )⋅⋅,,V  wird mit 

 vvv ,:=   Vv ∈∀  
zum normierten Raum. 
 
Beweis: 
(i), (ii) folgen unmittelbar aus Definition 8.1 (iv) 

(iii): vvvvvvvvvv
HomSymHom

ααααααααα ===== ,,,, 2
...

 

(iv): 2vu +  vvuvvuuuvuvu ,,,,, +++=++=  

  vuvu ,222 ++=  

  vuvuvu ,,2224.8
++≤  

  vuvu 222 ++=  

  ( )2vu +=     q.e.d. 
 
 

8.6 Beispiele 
 
a) Norm einer stetigen Funktion: 

[ ]baC ,  wird mit 
2
1

2 )(: 







= ∫

b

a

dxxff  [ ]baCf ,∈∀  zum normierten Raum. 

z.B. 
x

xf 1)( =  im Intervall [ ]2,1 : 

  2
2
1

2
11

2
11 2

1

2
1

2

1
2 ==+−=



−=








= ∫ xx

dxf  
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b) Gewichtete euklidische Norm  

Der 2R  versehen mit 2211 4
1

9
1, vuvuvu +=  2

2

12

2

1 , RR ∈







=∈








=∀

v
v

v
u
u

u  indiziert 

die Norm 2
2

2
1 4

1
9
1 uuu += .  

Der Einheitskreis bzgl. dieser Norm – d.h. die Menge aller 2R∈u  mit 1=u  - ist 

gegeben durch 1
49

2
2

2
1 =+ uu . Das ist eine Ellipsengleichung 12

2
2

2

2
1 =+

b
u

a
u  mit den 

Halbachsen 3=a , 2=b . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Lässt sich auch der euklidische Abstand verallgem
 

Definitio
 
Sei V Vektorraum über R.  
Eine Abbildung R→×VVd :  heißt Metrik, fall
 
(i) 0),( ≥vud  Vvu ∈∀ ,  
(ii) vuvud =⇔= 0),(  
(iii) ),(),( uvdvud =  Vvu ∈∀ ,  
(iv) ),(),(),( vwdwudvud +≤  Vwvu ∈∀ ,,
 
( )dV ,  heißt metrischer Raum. 
 
Bemerkung: 
Es gibt keinen speziellen Namen für vollständige
 
 

Satz 8.8 (Induzierte Metrik e
 
Jeder normierte Raum ( )⋅,V  definiert mit d (
Raum. 
 
Beweis: 
einfache Folgerung aus Definition 8.3  

2u  

3 

2 
Seite - 4 - 

einern? 

n 8.7 

s gilt: 

 

 metrische Räume. 

ines normierten Raumes) 

vuvu −=:),    Vvu ∈∀ ,  einen metrischen 

q.e.d. 

1u



SS 2002  Mathematik für Informatiker II – Teil B 

  Seite - 5 - 

Beispiel 8.9 
 
Metrik auf [ ]baC , : 

Für [ ]baCgf ,, ∈  kann man durch 
2
1

2))()((:),( 







−= ∫

b

a

dxxgxfgfd  eine Metrik erklären. 

Ist z.B. xxf 5)( = , 12)( −= xxg , so lautet die Metrik auf [ ]1,0 : 
 

 
2
1

1

0

2
1

1

0

2 16²9)13(),( 







++=








+= ∫∫ dxxxxgfd  

 [ ]( ) 7²3³3 2
1

1
0 =++= xxx  
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