SS 2002 Mathematik fur Informatiker Il — Teil B

88 Funktionalanalytische Ver allgemeiner ungen

Definition 8.1

Sei V einreeller Vektorraum.
Ein Skalarprodukt (inneres Produkt) ist eine Funktion <ED:V xV - R mit folgenden

Eigenschaften:

(i) Symmetrie: (u,v) =(v,u) Ou,vOV

(i) Additivitat: (u+v,w) =(u,wy+(v,w)  Ou,v,wOV
(ili)Homogenita:  (au,v) =a{u,v) Oa OR, Ou,vOV
(iv)Nichtnegativitét: (v,v)=0 OvOvV

(v,(CD)) heifkt Pra-Hilbert-Raum.

Bemerkung:
It V zudem vollstandig (d.h. jede Cauchy-Folge konvergiert), so heit (v,(CT))

Hilbertraum.

Beispicle 8.2

a) Euklidische Raume
Der n-dimensional e euklidische Raum ist en Pr&Hilbert-Raum. Nach Satz 7.5 sind alle
Eigenschaften von Definition 8.1 erfullt.

b) Gewichtete euklidische Raume
Seien u = (u,,u,)" und v=(v,,v,)" Vektorenin R?.
Dann wird durch (u,v) := 3u,v, +5u,v, ein Skalarprodukt definiert

Beweis:
(i) (u,v)=3uV, +5u,v, =(v,u) Ou,vOR?

(i) (u+v,W) =3(u, +Vv,)W, +5(U, +V,)W, = 3u,W; +3V,W, +5U,W, +5v,w,
| |

= (U, W) + (v, w) Ou,v,wOR?
(iii) (au,v) = 3au,v, +5au,v, = a(u,v) Oa OR u,vOR?
(iv) (v,v) =3v,* +5v,° 20 OvOR?
(v,v) =0 nurwenn v, =v, =0 g.ed.
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c) Polynomréume
Seien p=> ax" und g=> b x Polynomevom Grad <n.
k=0 k=0

n

Dann wird durch (p,q):=> a/b, der reelle Vektorraum der Polynome vom Grad <n
k=0
zum Pré&-Hilbert-Raum

d) Funktionenraum C[a,b]
Sei Cla,b]:={f:[a,] - R|f stetigauf|[ a,§} undseien f,gO[a,b].
Dann wird Cla,b] mit

b
(f,9) :=j f (X)g(x)dx
zum Pr&-Hilbert-Raum.

Lasst sich die euklidische Norm verallgemeinern?

Definition 8.3

Sel V ein reeller Vektorraum.
Unter einer Norm auf V versteht man eine Abbildung |C):V -~ R mit folgenden

Eigenschaften:

(i) =0 OvOv

(i) M =0« v=0

(iii) |av] = |a] |V OvOV, Oa OR
() u+v=fu+M Buvov

(v, ) heit normierter Raum.

Bemerkunag:
Ein vollstandiger normierter Raum heif3t Banachraum.

Satz 8.4 (Cauchy-Schwar zsche Ungleichung in Pra-
Hilbert-Raumen)

Sei (V< D]i}) Pré&-Hilbert-Raum. Dann gilt:
<u,v>2 < (u,u)(v,v) Ou,vOV
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Beweis:
Falls u =0, so sind beide Seiten gleich O.
Sei dso u#0. Danngilt fur alle xOR :

0< (Ux+Vv,ux +V) = (U,u)x* + 2(u,v)X +(V, V)

=a =b =C

Die Parabel ax® +bx + ¢ hat demnach hichstens eine reelle Nullstelle.
Die Diskriminante b? — 4ac ist daher nicht positiv:

0=>Db?—4ac = 4<u,v>2 ~ 4(u,u)(v,v)
Daraus folgt die Behauptung. g.ed.

Satz 8.5 (Induzierte Norm von Pra-Hilbert-Raumen)

Jeder Pré-Hilbert-Raum (v, ( [T}) wird mit
M= y(vv) OvOvV

zum normierten Raum.

Beweis:

(1), (i) folgen unmittelbar aus Definition 8.1 (iv)

(i): o = {av.av) = Ja{vav) = Jalavy) = Ja*{v.v) =al
(iv): ||u+v||2 =(u+v,u+v) =(u,u)+(u,v)+{v,uy+(v,v)

= Julf + | +2(u.v)

<ol + P + 2,uv){uy)

= Jul” + | + 2Jul|

= (lu] + M) qed

8.6 Beispiele

a) Norm einer stetigen Funktion:
] 1
Cla,b] wird mit | f]:= (J' f 2(x)dxj2 Of 0C[a,b]  zum normierten Raum.

z.B. f(x =1 im Intervall [l2]:
X

(i) e g
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b) Gewichtete euklidische Norm
ul

Der R? versehen mit (u,v) =Eu1vl +1u2v2 Ou =
9 4 u,

die Norm |Ju| = Jgulz +%u22 .

Der Einheitskreis bzgl. dieser Norm — d.h. die Menge aller uOR? mit |u| =1 - ist

v
jDRz,v:( ljDRZ indiziert

Vv,

u’ u’ L . . u’ u’
gegeben durch ?+T—1. Das ist eine Ellipsengleichung —2+F—1 mit den
a

Halbachsen a=3, b=2.

»
»

N

Lasst sich auch der euklidische Abstand verallgemeinern?

Definition 8.7

Sel V Vektorraum tber R.
Eine Abbildung d:V xV - R heif3t Metrik, fallsgilt:

(i) d(u,v)=0 [Ou,vOV

(i) d(u,v) =0 = u=v

@ii)d(u,v) =d(v,u) Ou,vOV

(iv) d(u,v) < d(u,w) +d(w,Vv) Ou,v,wV

(V,d) heit metrischer Raum.

Bemerkung:
Es gibt keinen speziellen Namen fur vollstandige metrische Raume.

Satz 8.8 (Induzierte Metrik eines nor mierten Raumes)

Jeder normierte Raum (V| ) definiert mit d(u,v):=[u-v| Du,vOV einen metrischen
Raum.

Bewseis:
einfache Folgerung aus Definition 8.3 g.ed.
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Beispiel 8.9

Metrik auf C[a, b] :

b 2
Fur f,g0C[a,b] kann man durch d(f,g) = U(f(x)—g(x))zdx] eine Metrik erklaren.

Ist z.B. f(X) =5x, g(x) =2x-1, solautet die Metrik auf [O,:I]:

d(f,0) =U(3x+1)2J2 :U9x2+6x+1dx]2

= ([3x3+3x2 + x]é)% =7
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