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TEIL B: LINEARE ALGEBRA

87 Euklidische Vektorraume

Definition 7.1

Sei u=(u,..,u,) OR", v=(v,...,v,)" OR" und a OR.

Die Vektoren uund v heilfen gleich, fals u, =v; (i =1...,n).
Die Summe von uund v ist definiert durch u+v = (u, +v,,...,u
und das skalare Vielfache av durch av=(av,,...av,)’

Bemerkung:
a) Der Nullvektor im R" lautet 0= (0,...,0)"

b) Dasadditive Inverse —u einesVektors u lautet
—u=(-U,...,—u,)"

c) DieDifferenz zweier Vektoren u und v lautet
u-v=u+(-v) = (U, ~V,.,u —v.)"

Mit der in Definition 7.1 definierten Addition und der Skalarmultiplikation wird der R" zu
einem Vektorraum:

Satz 7.2 (Vektorraumeigenschaften desR")

Seien u,v,wR" und a, S 0R . Dann gilt:
a) (R",+) ist eine abelsche Gruppe

() Kommutativgesetz: u+v=v+u

(i1) Assoziativgesetz: (u+tv)+w=u+(v+w)
(iii)neutrales Element: u+0=0+u=u
(iv)inverses Element: u+(-u)=0

b) a(Bu)=(ap)u
c) a(u+v)=agu+ayv
d (a+p)v=av+pfv
e 1lv=v

Beweis: )
Einfaches Anwenden von Definition 7.1 (Ubungsaufgabe)
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Definition 7.3

Seien u = (u,,...,u,)" und v =(v,,..,v,)" VektorenimR".

Das euklidische Produkt u ¥ wird definiert durch ulv = Zuivi :

i=1

Beispiel 7.4
-1 5
3 -4
u= , V=
5 7
7 0

—ul=(-1)Bb+30-4)+5T+7D=18

Bemerkung:
R" versehen mit dem euklidischen Produkt nennt man auch n-dimensionalen euklidischen

Raum.

Satz 7.5 (Eigenschaften des euklidischen Produkts)

Seien u,v,wOR". Dann gilt:

a ulv=v

b) (u+v)iW=ulWw+vw

¢ (auy=aulV)

d viv=0
Aullerdem viv =0 = v=0.

Beweis: (Wir zeigen nur (b) und (d))
(b)  (U+V)DW=(u, +V,,..,u, +v.)" OQW,,...w,)"
ZZ(Ui +v,) O
i=1
=zuivvi +ZViWi
i=1 i=1
=ulw+viw

d vv=v +v, +..+v°> 20
o e —
=0 =0 20

VIW=0+« v, =..=v, =0 dh.v=0 g.ed.
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Definition 7.6

Die euklidische Norm eines Vektors v = (v;,...,v,)" OR" ist definiert durch

M=JVIV =4y v,

Der euklidische Abstand zweier Vektoren u = (u,,...,u,) und v = (v,,...,v,) ist definiert
durch

d(u,v) =[u-v|= \/(ul -v)+.+ (U, -v.)?.

Beispiel 7.7
1 0
3 7
u= , V=
-2 2
7 2
ul = J1O+33B+(-2)[{(-2) + 77 =1+ 9+4+49 = /63
d(u,v) = JA-0)2+(3-7)2+(-2-22+(7-2)2 =/1+16+16+ 25 = /58

Satz 7.8 (Cauchy-Schwar zsche Ungleichung)

Fur u,vOR" gilt:

uD < u

Beweis:
spéter...

Satz 7.9 (Eigenschaften der euklidischen Norm)

Seien u,vOR" und a OR . Dann gilt:

a [u=0

b) u=0<u=0

c) |au =|a|0ul Die Summe der
Langen zweier

A |u+vi<|u/+ Ty ,  Dreieckeseiten st

niekleiner asdie
Lange der dritten.
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Beweis:
© |au  =\(au)2+(@u,)?+..+(au,)?

la] Ju2+...+u, 2
| T

(d)  Jurv?=(u+v)Qu+v)

=ull+ulv+v+vLiv
-l + 203+
< [u2 + 2u|]M +|v (nach Cauchy-Schwarz)
= ((ul+My?
= u+vi<u[+V g.e.d.

Satz 7.10 (Eigenschaften des euklidischen Abstands)

Fir u,v,wOR" und a OOR gelten:
a d(uv)=0

b) d(u,v)=0<= u=v

c) d(u,v) =d(v,u)

Beweis:
einfache Folgerung aus 7.9

Definition 7.11

Zwei Vektoren u,vOR" heilRen orthogonal, falls ulv = 0.

Beispiel:
-2 1
3 2 .

u= 1 , V= 0 > ul=-2+6+0-4=0 u und v sind orthogonal
4 -1

Fur orthogonale V ektoren folgt aus der Dreiecksungleichung

Satz 7.12 (Satz des Pythagorasim R")

Sind u,vOR" orthogonal, so gilt

Jus+ vz = Juf2 + 2
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v
u Hypothenusenquadrat
= Summe der Kathetenquadrate
u+v
Beweis:
u+V2=(U+V)(U+V) = |u2+2uv + VP g.e.d.
0
Beispiel:
-2 1
3 2 . .
u= 1 V= 0 sind orthogonal (letztes Beispiel)
4 -1
u2=4+9+1+16=30
V2=1+4+0+1=6
-1
5
utv=) U+V2=1+25+1+9=36 =|u2+|\2 v
3

I nter pretation des euklidischen Produkts als
Matrizenmultiplikation

Seien u,vOR". Dann kann man das euklidische Produkt u ¥ als Multiplikation der (1xn)-
Matrix u’ mit der (nx1)-Matrix v auffassen.

ulv=u' ¥

U ¥=(1-37,40° |=10+(-3)R+70+40=37

©O© r N O

Beachte: Vektorenin R" sind bei uns stets Spaltenvektoren.
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