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TEIL B: LINEARE ALGEBRA 
 

§7 Euklidische Vektorräume 
 

Definition 7.1 
 
Sei nT

nuuu R∈= ),...,( 1 , nT
nvvv R∈= ),...,( 1  und R∈α . 

Die Vektoren u und v heißen gleich, falls ii vu =  ( ni ,...,1= ). 
Die Summe von u und v ist definiert durch T

nn vuvuvu ),...,( 11 ++=+  
und das skalare Vielfache vα  durch T

nvvv ),...,( 1 ααα =  
 
Bemerkung: 
a) Der Nullvektor im nR  lautet T)0,...,0(0 =  
b) Das additive Inverse u−  eines Vektors u lautet 

 T
nuuu ),...,( 1 −−=−  

c) Die Differenz zweier Vektoren u und v lautet 
 T

nn vuvuvuvu ),...,()( 11 −−=−+=−  
 
Mit der in Definition 7.1 definierten Addition und der Skalarmultiplikation wird der nR  zu 
einem Vektorraum: 
 

Satz 7.2 (Vektorraumeigenschaften des RRRRn) 
 
Seien nwvu R∈,,  und R∈βα , . Dann gilt: 
a) ),( +nR  ist eine abelsche Gruppe 

(i) Kommutativgesetz: uvvu +=+  
(ii) Assoziativgesetz:  )()( wvuwvu ++=++  
(iii)neutrales Element: uuu =+=+ 00  
(iv) inverses Element:  0)( =−+ uu  

b) uu )()( βαβα =  
c) vuvu ααα +=+ )(  
d) vvv βαβα +=+ )(  
e) vv =⋅1  
 
Beweis: 
Einfaches Anwenden von Definition 7.1 (Übungsaufgabe) 
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Definition 7.3 
 
Seien T

nuuu ),...,( 1=  und T
nvvv ),...,( 1=  Vektoren im nR . 

Das euklidische Produkt vu ⋅  wird definiert durch ∑
=

=⋅
n

i
iivuvu

1

. 

 
 

Beispiel 7.4 
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180775)4(35)1( =⋅+⋅+−⋅+⋅−=⋅⇒ vu  

 
Bemerkung: 

nR  versehen mit dem euklidischen Produkt nennt man auch n-dimensionalen euklidischen 
Raum. 
 
 

Satz 7.5 (Eigenschaften des euklidischen Produkts) 
 
Seien nwvu R∈,, . Dann gilt: 
a) uvvu ⋅=⋅  
b) wvwuwvu ⋅+⋅=⋅+ )(  
c) )()( vuvu ⋅=⋅ αα  
d) 0≥⋅ vv  

Außerdem 00 =⇔=⋅ vvv . 
 
Beweis: (Wir zeigen nur (b) und (d)) 
(b) T

n
T

nn wwvuvuwvu ),...,(),...,()( 111 ⋅++=⋅+  

 ∑
=

⋅+=
n

i
iii wvu

1
)(  

 ∑∑
==

+=
n

i
ii

n

i
ii wvwu

11

 

 wvwu ⋅+⋅=  
 
(d) { { { 0...

0
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0
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2
1 ≥+++=⋅

≥≥≥
nvvvvv  

 
 0...0 1 ===⇔=⋅ nvvvv  d.h. 0=v   q.e.d. 
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Definition 7.6 
 
Die euklidische Norm eines Vektors nT

nvvv R∈= ),...,( 1  ist definiert durch 

 22
1 ...: nvvvvv ++=⋅= . 

Der euklidische Abstand zweier Vektoren ),...,( 1 nuuu =  und ),...,( 1 nvvv =  ist definiert 
durch 
 22

11 )(...)(:),( nn vuvuvuvud −++−=−= . 
 
 

Beispiel 7.7 
 



















−
=

7
2

3
1

u , 



















=

2
2
7
0

v  

 
=u   634949177)2()2(3311 =+++=⋅+−⋅−+⋅+⋅  

=),( vud  582516161)²27()²22()²73()²01( =+++=−+−−+−+−  
 
 

Satz 7.8 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) 
 
Für nvu R∈,  gilt: 
  v⋅≤⋅ uvu  
 
Beweis: 
später... 
 
 

Satz 7.9 (Eigenschaften der euklidischen Norm) 
 
Seien nvu R∈,  und R∈α . Dann gilt: 
a) 0≥u  

b) 00 =⇔= uu  

c) uu ⋅= αα  

d) vuvu +≤+  
 
 
 
 

Die Summe der 
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v 

u 

vu + Längen zweier 
Dreiecksseiten ist 
nie kleiner als die 
Länge der dritten. 
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Beweis: 
(c) uα  )²(...)²()²( 21 nuuu ααα +++=  

  ²...²1 nuu ++α  

  u⋅α  
 
(d) ²vu +  )()( vuvu +⋅+=  
  vvuvvuuu ⋅+⋅+⋅+⋅=  
  ²2² vvuu +⋅+=  

  ²2² vvuu ++≤   (nach Cauchy-Schwarz) 

  )²( vu +=  
 
 vuvu +≤+⇒    q.e.d. 
 
 

Satz 7.10 (Eigenschaften des euklidischen Abstands) 
 
Für nwvu R∈,,  und R∈α  gelten: 
a) 0),( ≥vud  
b) vuvud =⇔= 0),(  
c) ),(),( uvdvud =  
 
Beweis: 
einfache Folgerung aus 7.9 
 
 

Definition 7.11 
 
Zwei Vektoren nvu R∈,  heißen orthogonal, falls 0=⋅ vu . 
 
Beispiel: 
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Für orthogonale Vektoren folgt aus der Dreiecksungleichung 
 

Satz 7.12 (Satz des Pythagoras im RRRRn) 
 
Sind nvu R∈,  orthogonal, so gilt 
 ²²² vuvu +=+  
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Beweis: 

()(² uvuvu +=+

 
Beispiel: 

















−

=

4
1
3
2

u , 










−

=
0
2
1

v

 
 

16194² +++=u

1041² =+++=v

















−

=+

3
1
5
1

vu   

 
 

Inte

 
Seien nvu R∈, . D
Matrix Tu  mit der
 

Beispiel: 


















−

=

4
7
3

1

u , 










=

9
1
2
0

v

 
Beachte: Vektoren

 
 Hypothenusenquadrat 

= Summe der Kathetenquadrate 
) uv =+
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vu +  
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u
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{ ²2²
0

vuv ++   q.e.d. 

sind orthogonal (letztes Beispiel) 

²²3691251² vuvu +==+++=+  ! 

ation des euklidischen Produkts als 
Matrizenmultiplikation 

 man das euklidische Produkt vu ⋅  als Multiplikation der ( n×1 )-
atrix v auffassen. 

vuvu T ⋅=⋅  
 

 3794172)3(01
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

















⋅−=⋅ vuT  

ind bei uns stets Spaltenvektoren. 
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