SS 2002 Mathematik fir Informatiker 11 — Teil A

86 Ausblick: Mehrfachintegrale

Funktionen kénnen von mehreren Variablen abhéngen, z.B.

f(xy) =x2-3y
Funktionen mehrerer Variablen kdnnen auch als Integrand auftreten.
Beispiel: Gammafunktion (vgl. 3.9)

M(x) = j et It
0

b
Betrachte jetzt eigentliche Integrale der Form F(x) =j f(x,y)dy mit xO1I .

Satz 6.1 (Stetigkeit parameterabhangiger Integrale)

b
Ist f(x,y) stetigauf | x[a,b], so existiert F(x):jf(x,y)dy fur alle xO1 und F(X) ist auf
| stetig.

Bewels:
Sel 1, 01 einkompaktes Intervall und x, 01, .
Dannist f(x,y) auf dem Kompaktum |, x[a,b] gleichmaRig stetig. Also:

Oe>0 03>0 : Oxx, 01, Oy0O[a,b: X=%|<d =|f(xy)=f(X,y)|<&

Ist zu gegebenem & >0 nun |x - X,| < J, so folgt

FO-Fo)|  =[[(fouy)- f(xo,y»dy{

b

< []F 00 y) = F(x, y)| dy

a

<e(b-a) - 0fire -~ 0

Somitist F(X) in x, stetig. g.ed.

Doppelintegrale

Gegeben:  Rechteckiger Definitionsbereich D =[a,,b | x[a,,b,]
Funktion zweier Variablen f : D - R
Zid: Berechnung des Volumens unterhalb des Graphen von f
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gesuchtes

ﬁ i@ / Volumen

v

-

Definition 6.2

8 Z ={(Xg» X0 X, )s (Yo Yoo Yo} heiRt Zerlegung des Rechtecks D =[a,,b]x[a,,b)]
falls

a =X <X <X, <..<X =b
a, =Y, <Y, <Y, <..<Yy, =D,

Z (D) ist die Menge aller Zerlegungen von D, und |Z]:= max{[xi+l - xi|,‘y].+l -y, ‘} die
1]

Feinheit einer Zerlegung Z JZ (D).

b) Zu einer Zerlegung Z heiRen die Mengen Q; =[x, %] x|y, v,..| die Teilquader von z
und vol (Q; ) := (.. =% )(y;.. — v, ) der Elacheninhalt von Q.

c) U, (2)= Z (X? yrEQ” (f(xy)) Vol Q; Untersumme

i

O;(2)=) sup (f(x,y))volQ, Obersumme

i,j (6y)0Q;

Fur beliebige Punkte x; 0Q; der jeweiligen Teilquader heil3t
R (2):=) f(x;) Vol Q,
ij

eine Riemann-Summe zur Zerlegung Z.

Bemerkung 6.3

Analog zur Bemerkung 1.3 gelten folgende Aussagen:
a) Die Riemann-Summe liegt zwischen Unter- und Obersumme
U, (2)<R(2)<0,(2)
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b)

Entsteht eine Zerlegung Z, aus Z, durch Hinzunahme weiterer Zwischenpunkte x;
und/oder y;, so gilt:
Ui (Z;)2U(Z) , O;(2,) =0 (Z)

c) Fur beliebige Z,,Z, 0Z (D) gilt:
U(Z)sU(Z,)
Definition 6.4
a) Die Grenzwerte

b)

J] (. y)dxdy = suplU, (2)12 0z (D)

[t (x yyaxay =inf{o, ()12 0z (D}
D
heil3en Unter - bzw. Oberintegral von f Gber D.

f(x,y) heft (Riemann-)integrierbar Uber D, fals Unter- und Oberintegra
Ubereinstimmen. Dann heif3

j j f(x, y)dxdy = ﬂ f (x, y)dxdy =j_jf (x, y)dxdy

D D

das (Riemann-)Integral von f Uber D.

Der Beweis geht dhnlich wieim 1-D Fall.

Satz 6.5 (Eigenschaften des Doppelintegrals)

b)

d)

Linearitat

[[(af (x )+ Ba(x. y)axdy = a[[ f(x y)ixdy + B[[g(x, y)dxdy ~ Oa,BOR

M onotonie

Gilt f(x,y)<g(xy) furale (x,y)OD, sofolgt:
” f(x y)dxdy < ”g(x, y)dxdy

D D

Nichtnegativitat

f(x,y)=0 O(x,y)OD =N ”f(x,y)dxdyzo

D

Zusammensetzung von | ntegr ationsinter vallen

Sind D,;, D, und D Rechtecke mit D =D, 0D, und gilt vol(D, n D,)=0, so ist
f(X,y) genau dann Uber D integrierbar, falls f (x,y) Uber D, und D, integrierbar ist.
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Dann gilt:
[] £ 0cyyaxdy = [[ £ (x, y)dxdy + [[ £ (x, y)dxdy

€) Riemann-Kriterium
f (x,y) ist genau dann Uber D integrierbar, fals gilt:
Oe>0 ZOZ(D) : O,(2)-U,(2)<¢e¢

f) Integrierbarkeit stetiger Funktionen
Ist f:D - R stetig, soist f(x,Yy) integrierbar Uber D.

Lassen sich mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale Integrale reduzieren?

Satz 6.6 (Satz von Fubini)

b,
Ist f:D - R integrierbar, D:[ai,bl]X[az,bj und existieren F(x):jf(x,y)dy bzw.

a

by
G(x) :jf(x, y)dx fur alle xD[al,bl] und yD[az,bz],sogiIt:

&

j j f (x, y)dxdy = T[bf f(x, y)dy}dx bzw.

j j f (x, y)dxdy = j [ j f(x, y)dx}dy

B\

Beispiel 6.7

Sei D =[01]x[0,4 und f(x,y)=2-xy.
Da f(x,y) auf D stetigist, ist f integrierbar.

[e- xy)dx)dy

0

j j f (x, y)dxdy

|
T_Zx x;y} _1dy
{
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Bemerkung 6.8

a) Das Doppelintegral ” f (x, y)dxdy beschreibt das VVolumen zwischen dem Graphen von
D

f(x,y) und der x-y-Ebene.

b) Die vorangegangenen Betrachtungen gelten sinngema3 auch fur Dreifachintegrale,

Vierfachintegrale usw.
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