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§6 Ausblick: Mehrfachintegrale 
 
Funktionen können von mehreren Variablen abhängen, z.B. 

yxyxf 3²),( −=  
Funktionen mehrerer Variablen können auch als Integrand auftreten. 
Beispiel: Gammafunktion (vgl. 3.9) 

∫
∞

−−=Γ
0

1)( dttex xt  

 

Betrachte jetzt eigentliche Integrale der Form ∫=
b

a

dyyxfxF ),()(  mit Ix ∈ . 

 

Satz 6.1 (Stetigkeit parameterabhängiger Integrale) 
 

Ist ),( yxf  stetig auf [ ]baI ,× , so existiert ∫=
b

a

dyyxfxF ),()(  für alle Ix ∈  und )(xF  ist auf 

I stetig. 
 
Beweis: 
Sei II ⊂0  ein kompaktes Intervall und 00 Ix ∈ . 
Dann ist ),( yxf  auf dem Kompaktum [ ]baI ,0 ×  gleichmäßig stetig. Also: 

[ ] εδδε <−⇒<−∈∀∈∀>∃>∀ ),(),(:,,:00 0000 yxfyxfxxbayIxx  
 
Ist zu gegebenem 0>ε  nun δ<− 0xx , so folgt 

 )()( 0xFxF −  ∫ −=
b

a

dyyxfyxf )),(),(( 0  

    dyyxfyxf
b

a
∫ −≤ ),(),( 0  

    ( ) 0→−≤ abε  für 0→ε  
 
Somit ist )(xF  in 0x  stetig.      q.e.d. 
 
 

Doppelintegrale 
 
Gegeben:  Rechteckiger Definitionsbereich [ ] [ ]2211 ,, babaD ×=  
 Funktion zweier Variablen R→Df :  
Ziel: Berechnung des Volumens unterhalb des Graphen von f 
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Definition 6.2 
 
a) { }),...,,(),,...,,( 1010 mn yyyxxxZ =  heißt Zerlegung des

falls 
 12101 ... bxxxxa n =<<<<=  
 22102 ... byyyya n =<<<<=  
 

)(DZ  ist die Menge aller Zerlegungen von D, und Z

Feinheit einer Zerlegung )(DZ Z∈ .  
 

b) Zu einer Zerlegung Z heißen die Mengen [ ]1,: += iiij xxQ
und ( )( )jjiiij yyxxQ −−= ++ 11:)(vol  der Flächeninhalt v
 

c) ∑ ⋅=
∈ji

ijQyxf QyxfZU
ij, ),(

vol)),((inf:)(  Untersumme 

∑ ⋅=
∈ji

ij
Qyx

f QyxfZO
ij, ),(

vol)),((sup:)(  Obersumme 

 
Für beliebige Punkte ijij Qx ∈  der jeweiligen Teilquader 

∑ ⋅=
ji

ijijf QxfZR
,

vol)(:)(  

eine Riemann-Summe zur Zerlegung Z. 
 
 

Bemerkung 6.3 
 
Analog zur Bemerkung 1.3 gelten folgende Aussagen: 
a) Die Riemann-Summe liegt zwischen Unter- und Obersum

)()()( ZOZRZU fff ≤≤  

x 

y

z 

D

 
gesuchtes
Volumen
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 Rechtecks [ ] [ ]2211 ,, babaD ×= , 

{ }jjiiji
yyxx −−= ++ 11,

,max:  die 

[ ]1, +× jj yy  die Teilquader von Z 
on ijQ .  

heißt  

me  
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b) Entsteht eine Zerlegung 2Z  aus 1Z  durch Hinzunahme weiterer Zwischenpunkte ix  
und/oder jy , so gilt:  

)()( 12 ZUZU ff ≥  , )()( 12 ZOZO ff ≤  
c) Für beliebige )(, 21 DZZ Z∈  gilt:  

)()( 21 ZUZU ff ≤  
 
 

Definition 6.4 
 
a) Die Grenzwerte  

 { })(|)(sup:),( DZZUdxdyyxf f
D

Z∈=∫∫  

 { })(|)(inf:),( DZZOdxdyyxf f
D

Z∈=∫∫  

heißen Unter- bzw. Oberintegral von f über D.  
 

b) ),( yxf  heißt (Riemann-)integrierbar über D, falls Unter- und Oberintegral 
übereinstimmen. Dann heißt  

∫∫∫∫∫∫ ==
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf ),(),(:),(  

das (Riemann-)Integral von f über D. 
 
 
Der Beweis geht ähnlich wie im 1-D Fall. 
 
 

Satz 6.5 (Eigenschaften des Doppelintegrals) 
 
a) Linearität 

∫∫ +
D

dxdyyxgyxf )),(),(( βα  = ∫∫∫∫ +
DD

dxdyyxgdxdyyxf ),(),( βα  R∈∀ βα ,  

 
b) Monotonie 

Gilt ),(),( yxgyxf ≤  für alle Dyx ∈),( , so folgt:  

∫∫∫∫ ≤
DD

dxdyyxgdxdyyxf ),(),(  

 
c) Nichtnegativität 

Dyxyxf ∈∀≥ ),(0),(   ⇒  0),( ≥∫∫
D

dxdyyxf  

 
d) Zusammensetzung von Integrationsintervallen  

Sind 1D , 2D  und D Rechtecke mit 21 DDD ∪=  und gilt 0)(vol 21 =∩ DD , so ist 
),( yxf  genau dann über D integrierbar, falls ),( yxf  über 1D  und 2D  integrierbar ist. 
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Dann gilt:  

∫∫∫∫∫∫ +=
21

),(),(),(
DDD

dxdyyxfdxdyyxfdxdyyxf  

 
e) Riemann-Kriterium 

),( yxf  ist genau dann über D integrierbar, falls gilt:  
εε <−∈∃>∀ )()(:)(0 ZUZODZ ffZ  

 
f) Integrierbarkeit stetiger Funktionen 

Ist R→Df :  stetig, so ist ),( yxf  integrierbar über D. 
 
 
Lassen sich mehrdimensionale Integrale auf eindimensionale Integrale reduzieren? 
 

Satz 6.6 (Satz von Fubini) 
 

Ist R→Df :  integrierbar, [ ] [ ]2211 ,, babaD ×=  und existieren ∫=
2

2

),()(
b

a

dyyxfxF  bzw. 

∫=
1

1

),()(
b

a

dxyxfxG  für alle [ ]11,bax ∈  und [ ]22 ,bay ∈ , so gilt: 

 ∫ ∫∫∫ 









=

1

1

2

2

),(),(
b

a

b

aD

dxdyyxfdxdyyxf  bzw. 

 ∫ ∫∫∫ 









=

2

2

1

1

),(),(
b

a

b

aD

dydxyxfdxdyyxf  

 
 

Beispiel 6.7 
 
Sei [ ] [ ]2,01,0 ×=D  und xyyxf −= 2),( . 
Da ),( yxf  auf D stetig ist, ist f integrierbar. 
 

 ∫∫
D

dxdyyxf ),(  ∫ ∫ 







−=

2

0

1

0

)2( dydxxy  

    dyyxx
x

x
∫

=

=




 −=

2

0

1

02
²2  

    dyy
∫ 






 −=

2

0 2
2  

    
2

04
²2 



 −= yy   3=  
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Bemerkung 6.8 
 
a) Das Doppelintegral ∫∫

D

dxdyyxf ),(  beschreibt das Volumen zwischen dem Graphen von 

),( yxf  und der x-y-Ebene. 
b) Die vorangegangenen Betrachtungen gelten sinngemäß auch für Dreifachintegrale, 

Vierfachintegrale usw. 
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