SS 2002 Mathematik fir Informatiker 11 — Teil A

85 Kurven und Bogenlange

Idee: Bewegung eines Punktes definiert Kurve im Raum, die durch Angabe des Ortes c(t)
zur Zeit t beschrieben wird.

Definition 5.1

Eine (parametrisierte) Kurvein R" ist eine Abbildung c:[a,b] - R",

t - (%(t), X, (t),.... X, (t))", deren Komponentenfunktionen x,....,x, :[a,b] — R stetig sind.

c heift differenzierbar (bzw. stetig differenzierbar, C*-Kurve), wenn ale x
differenzierbar (stetig differenzierbar) sind.

Bezeichnung der Ableitung von c(t):

]
O T e
dt 7 dt
Das Bild c([a,b]) heif}t Spur vonc. c(t)
t1 t2
Bemerkung:

V erschiedene Kurvenparametrisierungen konnen zur selben Spur fuhren.

c,(t) = (cost,sint) , t0[0,27]
und
c,(t) = (cost,—sint) , t0[0,27]
haben Einheitskreis as Spur, unterscheiden sich aber im Durchlaufsinn.

5.2 Beispiele
(@) Ellipse mit Hauptachsen aund b
X(t) = al[cost
y(t) = b GEint tofo2]
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v

(b) Zykloide
A
........ X(t) =t —sint
y(t) =1-cost
1+ ———p

2n
Uberlagerung der Mittel punktsbewegung

(X(t)] = (t] und eine Kreisbewegung (X(t)J = (_Sint] im Uhrzeigersinn
y(t) 1 y(t) — cost

() Schraubenlinie

c(t) = (r [eost,r &int,ht)" , tOR

»
»

Uberlagerung einer
Kreisbewegung mit Radius r
in x-y-Ebene mit linearer
Bewegung in z-Richtung

v
<
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Definition 5.3

Sei c:[a, b] - R" eine Kurve und h:[a,,b’] - [a,l:] eine stetige, bijektive und monoton
wachsende Abbildung, so hat die ,neue* Kurve &(7) = c(h(r)), 7 O|a, A] dieselbe Spur und
den selben Durchlaufsinn wie c.

Man nennt t = h(7) einen Parameterwechsel (Umparametrisierung).

Kurven, die durch einen Parameterwechsel auseinander hervorgehen, werden as gleich
angesehen. Ist ¢ stetig differenzierbar, so werden nur stetig differenzierbare Funktionen
h:[a, 8] - [ad mit h'(r) >0 asParameterwechsel zugelassen. (C'-Par ameter wechse).

L ange einer Kurve

Motivation: Kreisumfang

Approximiere Kreis durch einbeschriebene regelméfiige 2"-Ecke (n= 2). Ihre Umféange s,

wachsen monoton in n und sind von oben beschrankt (z.B. Umfang eines umbeschriebenen
Quadrats).

Somit existiert sup(s,) . Es definiert den Kreisumfang.

Allgemein:
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Approximiere die Kurve c(t) durch einen Polygonzug.
Fr eine Zerlegung Z ={a=t, <t, <..<t, =8 von [a,b] ist seine Lange gegeben durch

m-1

L(Z) = Z|C(ti+1) —c(t; )|

Definition 5.4

Ist die Menge {L(Z) |z0Z [a, b]} nach oben beschrankt, so heilét die Kurve c rektifizierbar,
und

L(c) =sup{L(2) |z DZ [a,b}
heif3 L ange der Kurvec.

Satz 5.5 (L &nge von C*-K urven)

Jede C'-Kurve c:[a,b] — R" ist rektifizierbar und es gilt:
b
L(c) = [lect)|dt

Beweis:
Fur eine Zerlegung Z gilt:

L(Z) = §|C(ti+1) —c(t; )|

= mz\/zn:(xk (ti) = % (6))° (Definition der Norm)

=3 0 ) (Mitewersa

mlt Tk D[tl' |+1]

Fur die Rechtecksumme von T|C(t)| dt gilt:
R(2) 2 Z(xk(t 2t - t)

Zur Abschétzung von |L(Z) - R(Z)| verwenden wir die gleichmafdige Stetigkeit von x, (t) auf
dem Kompaktum [a, b .
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Oe>0 00>0: [t-t<d =% (D)-%(t)|<e Ok

Gilt nun fiir ein gegebenes ¢ >0, dass fir die Feinheit | Z|| der Zerlegung Z die Abschétzung

|z] < 5, sofolgt
L@2)-R@) :[\/Z(xk(rk % —JZ(xk(t D2 (ta -t )j‘
s:":\/g(xk(rk) % (0))7 (6 1) [4-Ib/<a -]
sm: ggz ot) =JnZOb-a) -~ Ofire - 0 g.ed.
5.6 Beispiel
Kreisumfang: c(t) = ();((tt))j = (: g(;sttj , t0fo,27

L@ = [lewldt = [V(x(®)? +(yw) dt

21T
= jx/rzsin2t+rzcosztdt

2
:J'rdt
0

=2nr

Warum ist die Kurvenlange wichtig?

Lemmab.7

Die Lange einer C'-Kurve ist parametrisierungsinvariant.

Beweis:

Mit einem C*-Parameterwechsel h:[a, 8] - [a, :

B
Lc(h()) = j le(h(z))) ' (7)|d 7 (Kettenregel)

=g
= j le(h(D))|th'(7)d7
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t=b
= J'|c'(t)| dt (Substitutions-Regel)
t=a

=L(c) g.ed.

Definition 5.8

Sei c:[a,b] ~ R eine C'-Kurve.
t
Die Funktion S(t) := I|C(r)|dr, t O[a,b] heif die Bogenlangenfunktion von c.

a

Bedeutung: Reprasentiert man eine Kurve in Bogenlangenparametrisierung, so vereinfachen
sich viele Formeln.

Bemerkung zur stetigen Differenzier barkeit

f:[a,b] ~ R heiRt stetig differenzierbar, wenn f auf [a,b] differenzierbar und f'stetig ist.
Diese Eigenschaft ist stérker as die Differenzierbarkeit.

Beispid: A

f(x) = x° E‘sin% (x#0) /\ -
0 (x=0) \/ \/

fist auf ganz R differenzierbar, f' jedoch in O unstetig.

Sal x#20
fist differenzierbar

X \x2 X X
hat keinen Grenzwert fur x — 0

f'(x) = 2xE‘sin1 +x° cos1 Eﬁ_—lj = 2xsin1 —cos1
X

Sei x=0
fist differenzierbar, denn
1
h’sn=-0
f(h) 1:(O): :hsinlqO:f'(O)
h-0 h-0 h

Damitist f'(x) in O unstetig.
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Definition 5.9

Sei c:[ab] - R" eine C'-Kurve. Dann nennt man ¢&(t) = (%,(t),.., %, (t))" auch
Tangentialvektor (Geschwindigkeitsvektor) der Kurve c an der Stellet.

Far ¢(t) # 0 heifl3t T (t) = 0] der Tangenteneinheitsvektor.

e(t)

c(t)

T.(0)

Bemerkuna:
Bei Bogenlangenparametrisierung (1) ist |¢(s)| =1

d.h. T.(s) = ¢(s) ist bereits Tangenteneinheitsvektor
Aus1= |C(s)|2 = %x?(s) + y?(s) folgt durch Differentiation nach s:

0=2xx+2yy=2
y)\y

Debe ist ([} [) das Skalarprodukt im R ( <®@> = ac+bd J

Somit steht der bel Bogenléngenparametriserung berechnete Beschleunigungsvektor
X()
y(s)

&(s) = senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor ¢(s) = (X(S)J |

y(s)

Man nennt N(s):= E(s)/é(s) den Hauptnormalenvektor und «(s):= 6(5) die

Krammung von c(s).
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Beispiel 5.10

Krimmung eines Kreises mit Radiusr

X(s)=m, +r cos(?sj

y(s)=m, +r sin(?j

= X9 = —sin(Ej () + y2(s) =1
r
y(s) = co{fj bereits in Bogenlangenparametrisierung
r
= 3'<(s) = —co'{fj 1 — 1
T K(S) =\ X2+y2==
- . (s)1 r
CRCE
rjr
Bemerkung:

Allgemein gilt: Die Krimmung gibt den inversen Radius des Kreises an, der sich an der Stelle
t an die Kurve c(t) ,anschmiegt” (Schmiegkreis).

c(t)
Der Schmiegkreis besitzt die
selbe Tangente und die selbe
Krimmung wie die Kurve.
T.(0) L
K =

r

Die Sektorflache

Bestimme Fl&cheninhalt, den der Fahrstrahl von 0 nach c(t) far t [ [a, b] Uberstreicht.
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M ethode:

approximierende Dreiecksflachen
Zerlegung Z ={t, =a<t, <t, <..<t =4
Man kann zeigen (z.B. Schule):

Xt

i+1

X
Die Flachedesaus O, c(t;) = (yl j , C(ti,y) :( j gebildeten Dreiecks:

1 1
> |C(ti )% C(ti+1)| = Py (Xi Yiia ™ XY )

n-1
Gesamtflache: AZ) = %z (X Vi = X Vi)

i=0

Definition 5.11

Der Fahrstrahl an die Kurve c:[a,b] ~ R? Uberstreicht den (orientierten) Flacheninhalt
F(c), wenn es zu jedem £>0 ein J>0 gibt, so dass firr jede Zerlegung Z von [a,b] mit
|| < o gilt:

|A(Z)-F(c)s¢

Satz 5.12 (Sektorformel von L eibniz)

Sei c:[a, b] ~ R? eine stetig differenzierbare Kurve. Dann (berstreicht der Ortsvektor c(t)
im Zeitintervall t 0[a,b] die Flache

b

F(0) = (- yiet

a
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Bewels:
Ahnlich zum Beweis von Satz 5.5
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt esin [ti ,tiﬂ] Stellen 7,, 7, mit

X =% =X(1) (i, — 1)
Yo~ Y = V(@) -t )}(D

Somit gilt fur die Summen der Dreiecksflachen
n-1

A(Z) = %Z(Xi Yier = %1 i)

1 n-1
= EZ(Xi Vi =X Y TX Y~ X Vi)

i=0

=23 (YE) VX)) =)

Wir vergleichen A(Z) mit der Riemann-Summe
n-1

R(Z) :%Z(Xi Vi = Vi%) (G =)

i=0

Sei £ >0 gegebenund J >0 so gewahlt, dass gilt
(i) Furjede Zerlegung Z mit ||Z| < 0 ist

R(Z) == [ 09~ yod| < &

(i) Fir ale Paare t,s0[a,b] mit -9 <0 ist
Xt)-x(s)| <&, |y®)-y(s)|<e

Sei Z Zerlegung von [a,b] mit |Z] < & und sei M obere Schranke fiir |x(t)| und |y(t)| auf
[a, b] . Dann gilt:

IAZ)-R@)| <3 (@) - v+ k@) - %)) (- t,)

-1
<eMY(t,-t) =¢M(b-a)

i=0

MS
2

1
i=0
n

Mit (i):

A(Z)—%Jb-(xy—yX)dt < g[M(b—a)+]] - 0fire -0

Nach Definition 5.11 folgt die Behauptung. g.ed.
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5.13 Beispiele
a) Der Fahrstrahl an den Kreisbogen Flache
x:rcost,yzrsint,tD[O,¢] r2
Uberstreicht die orientierte Fléche E¢
=|(xy—-yx)dt ==|(rcostl¥cost+rsintlsint)dt =— r
5 j (X7 = Y% : j ( ) ¢

b) Der Fahrstrahl an den Zykloidenbogen
X=t-sint, y=1-cost, tD[O,Zn]
Uberstreicht die orientierte Flache

%ZJF(t —sint)sint —(1-cos(t))?)dt =...=-37
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