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§5 Kurven und Bogenlänge 
 
Idee: Bewegung eines Punktes definiert Kurve im Raum, die durch Angabe des Ortes )(tc  
zur Zeit t beschrieben wird. 
 

Definition 5.1 
 
Eine (parametrisierte) Kurve in nR  ist eine Abbildung [ ] nbac R→,: , 

( )T
n txtxtxt )(),...,(),( 21→ , deren Komponentenfunktionen [ ] R→baxx n ,:,...,1  stetig sind. 

 
c heißt differenzierbar (bzw. stetig differenzierbar, C1-Kurve), wenn alle ix  
differenzierbar (stetig differenzierbar) sind. 
 
Bezeichnung der Ableitung von )(tc : 
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Das Bild [ ]),( bac  heißt Spur von c. 
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(b) Zykloide 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Überlagerung der Mittelpunktsbewegung 
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(c) Schraubenlinie 
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Definition 5.3 
 
Sei [ ] nbac R→,:  eine Kurve und [ ] [ ]bah ,,: →βα  eine stetige, bijektive und monoton 
wachsende Abbildung, so hat die „neue“ Kurve ))(()(~ ττ hcc = , [ ]βατ ,∈  dieselbe Spur und 
den selben Durchlaufsinn wie c. 
Man nennt )(τht =  einen Parameterwechsel (Umparametrisierung). 
Kurven, die durch einen Parameterwechsel auseinander hervorgehen, werden als gleich 
angesehen. Ist c stetig differenzierbar, so werden nur stetig differenzierbare Funktionen 

[ ] [ ]bah ,,: →βα  mit 0)(' >τh  als Parameterwechsel zugelassen. (C1-Parameterwechsel). 
 
 

Länge einer Kurve 
 
Motivation: Kreisumfang 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Approximiere Kreis durch einbeschriebene regelmäßige n2 -Ecke ( 2≥n ). Ihre Umfänge ns  
wachsen monoton in n und sind von oben beschränkt (z.B. Umfang eines umbeschriebenen 
Quadrats). 
Somit existiert )(sup n

n
s . Es definiert den Kreisumfang. 

 
Allgemein: 
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Approximiere die Kurve )(tc  durch einen Polygonzug. 
Für eine Zerlegung { }btttaZ n =<<<== ...10  von [ ]ba,  ist seine Länge gegeben durch 

 ∑
−

=
+ −=

1

0
1 )()()(

m

i
ii tctcZL  

 

Damit bezeichnet ∑
=

=
n

i
i

T
n xxx

1

2
1 :),...,(  die euklidische Norm des Vektors T

nxx ),...,( 1 . 

 
 

Definition 5.4 
 
Ist die Menge [ ]{ }baZZL ,|)( Z∈  nach oben beschränkt, so heißt die Kurve c rektifizierbar, 
und 
 [ ]{ }baZZLcL ,|)(sup)( Z∈=  
heißt Länge der Kurve c. 
 
 

Satz 5.5 (Länge von C1-Kurven) 
 
Jede 1C -Kurve [ ] nbac R→,:  ist rektifizierbar und es gilt: 

  ∫=
b

a

dttccL )()( &  

 
Beweis: 
Für eine Zerlegung Z gilt: 
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Für die Rechtecksumme von ∫
b

a

dttc )(&  gilt: 
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Zur Abschätzung von )()( ZRZL −  verwenden wir die gleichmäßige Stetigkeit von )(txk&  auf 
dem Kompaktum [ ]ba, . 
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ktxtxtt kk ∀<−⇒<−>∃>∀ εδδε )()~(~:00 &&  
 
Gilt nun für ein gegebenes 0>ε , dass für die Feinheit Z  der Zerlegung Z die Abschätzung 

δ<Z , so folgt 
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5.6 Beispiel 
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Warum ist die Kurvenlänge wichtig? 
 
 

Lemma 5.7 
 
Die Länge einer 1C -Kurve ist parametrisierungsinvariant. 
 
Beweis: 
Mit einem 1C -Parameterwechsel [ ] [ ]bah ,,: →βα : 

 (.)))(( hcL  ∫ ⋅=
β

α

τττ dhhc )(')))((&   (Kettenregel) 
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   ∫
=

=

=
bt

at

dttc )(&    (Substitutions-Regel) 

   )(cL=         q.e.d. 
 
 

Definition 5.8 
 
Sei [ ] R→bac ,:  eine 1C -Kurve. 

Die Funktion ττ dctS
t

a
∫= )(:)( & , [ ]bat ,∈  heißt die Bogenlängenfunktion von c. 

 
Bedeutung: Repräsentiert man eine Kurve in Bogenlängenparametrisierung, so vereinfachen 
sich viele Formeln. 
 
 

Bemerkung zur stetigen Differenzierbarkeit 
 

[ ] R→baf ,:  heißt stetig differenzierbar, wenn f auf [ ]ba,  differenzierbar und 'f stetig ist. 
Diese Eigenschaft ist stärker als die Differenzierbarkeit. 
 
Beispiel: 
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f ist auf ganz R differenzierbar, 'f  jedoch in 0 unstetig. 
 
 
Sei 0≠x  

f ist differenzierbar 
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Damit ist )(' xf  in 0 unstetig. 
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Definition 5.9 
 
Sei [ ] nbac R→,:  eine 1C -Kurve. Dann nennt man T

n txtxtc ))(),...,(()( 1 &&& =  auch 
Tangentialvektor (Geschwindigkeitsvektor) der Kurve c an der Stelle t. 

Für 0)( ≠tc&  heißt 
)(
)()(

tc
tctTc &

&
=  der Tangenteneinheitsvektor. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bemerkung: 
Bei Bogenlängenparametrisierung (!) ist 1)( =sc&  
d.h. )()( scsTc &=  ist bereits Tangenteneinheitsvektor 
 
Aus )()()(1 222 sysxsc &&& +==  folgt durch Differentiation nach s: 
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Somit steht der bei Bogenlängenparametrisierung berechnete B
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Man nennt )(/)(:)( scscsN
••••

=  den Hauptnormalenvektor un

Krümmung von )(sc . 
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Beispiel 5.10 
 
Krümmung eines Kreises mit Radius r 

 

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Bemerkung: 
Allgemein gilt: Die Krümmung gibt d
t an die Kurve )(tc  „anschmiegt“ (Sc
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n 0 nach )(tc  für [ ]bat ,∈  überstreicht. 



SS 2002  Mathematik für Informatiker II – Teil A 

 

Methode: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
approximierende Dreiecksflächen 
Zerlegung { }btttatZ n =<<<<== ...210

Man kann zeigen (z.B. Schule): 
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Der Fahrstrahl an die Kurve [ ] 2,: R→bac

)(cF , wenn es zu jedem 0>ε  ein 0>δ  g
δ≤Z  gilt: 

   ε≤− )()( cFZA  
 
 

Satz 5.12 (Sektor
 
Sei [ ] 2,: R→bac  eine stetig differenzierba
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gebildeten Dreiecks: 

5.11 

treicht den (orientierten) Flächeninhalt 
 dass für jede Zerlegung Z von [ ]ba,  mit 

el von Leibniz) 

e. Dann überstreicht der Ortsvektor )(tc  

)dtxy&  
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Beweis: 
Ähnlich zum Beweis von Satz 5.5 
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es in [ ]1, +ii tt  Stellen iτ , iτ~  mit 
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Somit gilt für die Summen der Dreiecksflächen 
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Wir vergleichen )(ZA  mit der Riemann-Summe 
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Sei 0>ε  gegeben und 0>δ  so gewählt, dass gilt 
(i) Für jede Zerlegung Z mit δ≤Z  ist 

ε<−−= ∫
b

a
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2
1)( &&  

(ii) Für alle Paare [ ]bast ,, ∈  mit δ≤− st  ist 

ε≤− )()( sxtx && , ε≤− )()( syty &&  
 
Sei Z Zerlegung von [ ]ba,  mit δ≤Z  und sei M obere Schranke für )(tx  und )(ty  auf 
[ ]ba, . Dann gilt: 
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Mit (i): 

[ ] 01)()(
2
1)( →+−≤−− ∫ abMdtxyyxZA

b
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Nach Definition 5.11 folgt die Behauptung.    q.e.d. 
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5.13 Beispiele 
 
a) Der Fahrstrahl an den Kreisbogen 

trx cos= , try sin= , [ ]ϕ,0∈t  
überstreicht die orientierte Fläche 

∫ −
ϕ

0

)(
2
1 dtxyyx &&  ∫ ⋅+⋅=

ϕ

0

)sinsincoscos(
2
1 dttrtrtrtr     ϕ

2

2r=  

 
b) Der Fahrstrahl an den Zykloidenbogen 

ttx sin−= , ty cos1−= , [ ]π2,0∈t  
überstreicht die orientierte Fläche 

∫ −−−
π2

0

2 )))cos(1(sin)sin(
2
1 dttttt     π3−==K  

Fläche

ϕ²r  

ϕ  

 
2

r
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