SS 2002 Mathematik fir Informatiker 11 — Teil A

83 Uneigentliche Integrale

Zide
a) Integration von Funktionen tiber unendlichen Intervallen

Tf(x)dx, Tf(x)dx, oJgf(x)dx

b) Integration unbeschrankter Funktionen

a b

Unendliche I ntegrationsgrenzen

Definition 3.1

R
Sei f:[a,®) - R Uber jedem Intervall [a,R| mit a<R< integrierbar. FaIIsIRimJ'f(x)dx
[ 00 R :
existier, heirztjf(x)dx konver gent. Man setztjf(x)dx=IRimJ'f(x)dx.

b
Analog definiert man jf(x)dx fir f:(-o0,b] - R.

Man setzt Tf(x)dx= Tf(x)dx+Tf(x)dx fur f:(-o,0) - R.

Beispiel 3.2
o oordx

Konvergiert I—S far s>17?

X

1
R R 1
dx _ 1 D1_1| _ 1 (1_ 1—1)
'x* 1-s x| s-1l R°
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Da lim — 0, folgt:

Id—z(:i fur s>1

1 X S_l
Bemerkung:
jd—f ist divergent fir 0<s<1.

X
1
Beispiel 3.3
]3 dx
s 1+ x?
Todx 9 dx Ry
I =lim + I|mJ'
L Roe gl X2 Reeqlx?
= limarctan(x)°, + limarctan(x); AR i

I ntegration unbeschrankter Funktionen

Wie geht man vor, wenn der Integrand an einer der Integrationsgrenzen nicht definiert ist

(z.B. j%)?

Definition 3.4

Sei f:(ab] - R iber jedem Teilintervall [a+e£,b], 0<& <b-a integrierbar. Falls

b b b b
lim jf(x)dx existiert, hei&jf(x)dx konver gent. Mansetztjf(x)dx:nng J'f(x)dx.

ate a ate

Eine analoge Definition gilt, falls f :[a,b) - R inbnicht definiert ist.

le f(x)dx = Igi[rgbj_.gf (x) dx
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Falls f :(a,b) ~ R inaund b nicht definiert ist, setzt man
b c b
jf(x)dx:jf(x)dx+jf(x)dx mit cO(a,b).
Bemerkuna:

Falls Polstellen im Innern des Integrationsbereichs vorliegen, spaltet man das Integral soin
Tellintegrale auf, dass die Polstellen an den Grenzen der Tellintegrale liegen.

Beispiel 3.5

© dx
Konvergiert I—S fir 0<s<1?
X
0

1

X

o)

h 1 1
FelsH

xS s x5t

—

far € - 0 Konvergenz

—S

Bemerkung 3.6

© dx
j—s konvergiert nicht fir s>1.
0

s=1: Jl'?x =1In|x t =Inl-Ine

o fire -0

. )
= 1-—=
. 1-s £

divergiert fir € - 0.

1
s>1: J-d_)s( :igi
X

Fur uneigentliche Integrale gibt es ahnliche Konvergenzkriterien wie fir Reihen:

Satz 3.7 (Konvergenzkriterien fur uneigentliche Integrale)

Sei f:[a,®) - R integrierbar auf jedem endlichen Intervall [a,h].
a) Cauchy-Kriterium

Zf f (x)dx

Z3

[ f()dx existiert = >0 [C>a: <e [z,2,>C
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b) Absolute Konvergenz

Ist j|f(x)|dx konvergent (d.h. jf(x) dx absolut konver gent), so konvergiert auch

Tf(x) dx
c) Majorantenkriterium
Ist | (x)| < g(x) fir allexund konvergiert Tg(x) dx, so konvergiert T f (X) dx absolut.
Gilt umgekehrt 0< g(x) < f(X) und divergiert Tg(x) dx, so divergiert auch Tf(x) dx.
Bemerkung:

Entsprechende Aussagen gelten auch beim Integrationsintervall (— 0, b] sowie an
Singularitaten an den Enden eines beschrankten Intervalls [a,h].

Beispiel 3.8 (Das Dirichlet-Integral)

00

Cauchy-Kriterium ergibt fir 0< z, < z,:

J~sinxdx _ _costZ_Tcosde

X part. X X2

7 Integr. £y 7

Zs€inx 1 1  %dx

[ e L 0firz -
7 X Z1 ZZ 7 X2

Beispiel 3.9 (Die Gammafunktion [Euler, 1707-1783])

M(x):= j e't*dt fur x>0
0

Fur 0< x <1 divergiert der Integrandint =0.
Dort gilt: e't*" <t**

b b
Somit hat je‘ttx‘l dt die konvergente Mgjorante J' t?—_tx fur endliches b (vgl. Beispiel 3.5)
0 0
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Ist J'e“tx‘1 dt ebenfalls konvergent?
b

‘e—tt x-1

< t£2 , denn c®' >t (e-Funktion wachst schneller alsjede Potenz)

Somit existiert eine konvergente Maorante und I'(x) existiert fur alle x > 0.

Wozu ist die Gammafunktion nitzlich?

(i) ND=I€%ﬁ=%fE=O+1=1
0

(i) (0= [t dt=e' 2| +5 et ot
o u Vv X o Xo
0 I (x+1)
= Lrx+1)
X

= M (x+1) = xT ()|

Damit interpoliert '(x) die Fakultét: [IF(n+1) = n!

v
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