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§3 Uneigentliche Integrale 
 
Ziele:  
a) Integration von Funktionen über unendlichen Intervallen 

∫
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b) Integration unbeschränkter Funktionen 
 
 
 
 
 
 
 
 

Unendliche Integrationsgrenzen 
 

Definition 3.1 
 

Sei [ ) R→∞,: af  über jedem Intervall [ ]Ra,  mit ∞<< Ra  integrierbar. Falls ∫∞→

R
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Beispiel 3.2 
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Da 01lim 1 =−∞→ sR R
, folgt:  
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Bemerkung: 

∫
∞

1
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dx  ist divergent für 10 ≤≤ s . 

 
 

Beispiel 3.3 
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Integration unbeschränkter Funkt
 
Wie geht man vor, wenn der Integrand an einer der Integrationsgrenzen

(z.B. ∫
1

0 x
dx )? 

 

Definition 3.4 
 
Sei ( ] R→baf ,:  über jedem Teilintervall [ ]ba ,ε+ , ab −<< ε0  inte
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Eine analoge Definition gilt, falls [ ) R→baf ,:  in b nicht definiert ist.
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definiert ist 

r. Falls 
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Falls ( ) R→baf ,:  in a und b nicht definiert ist, setzt man 

  ∫∫∫ +=
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a
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dxxfdxxfdxxf )()()(  mit ( )bac ,∈ . 

 
Bemerkung: 
Falls Polstellen im Innern des Integrationsbereichs vorliegen, spaltet man das Integral so in 
Teilintegrale auf, dass die Polstellen an den Grenzen der Teilintegrale liegen. 
 
 

Beispiel 3.5 
 

Konvergiert ∫
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Bemerkung 3.6 
 

∫
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     divergiert für 0→ε . 
 
Für uneigentliche Integrale gibt es ähnliche Konvergenzkriterien wie für Reihen: 
 

Satz 3.7 (Konvergenzkriterien für uneigentliche Integrale) 
 
Sei [ ) R→∞,: af  integrierbar auf jedem endlichen Intervall [ ]ba, . 
 
a) Cauchy-Kriterium 
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b) Absolute Konvergenz 

Ist ∫
∞

a

dxxf )(  konvergent (d.h. ∫
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dxxf )(  absolut konvergent), so konvergiert auch 

∫
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c) Majorantenkriterium 

Ist )()( xgxf ≤  für alle x und konvergiert ∫
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a
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Gilt umgekehrt )()(0 xfxg ≤≤  und divergiert ∫
∞

a
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Bemerkung: 
Entsprechende Aussagen gelten auch beim Integrationsintervall ( ]b,∞−  sowie an 
Singularitäten an den Enden eines beschränkten Intervalls [ ]ba, . 
 
 

Beispiel 3.8 (Das Dirichlet-Integral) 
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Cauchy-Kriterium ergibt für 210 zz << : 
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Beispiel 3.9 (Die Gammafunktion [Euler, 1707-1783]) 
 

∫
∞

−−=Γ
0

1:)( dttex xt  für 0>x  

 
Für 10 << x  divergiert der Integrand in 0=t . 
Dort gilt: 11 −−− ≤ xxt tte  

Somit hat ∫ −−
b

xt dtte
0

1  die konvergente Majorante ∫ −

b

xt
dt

0
1  für endliches b (vgl. Beispiel 3.5) 
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Ist ∫
∞

−−

b

xt dtte 1  ebenfalls konvergent? 

 

²
1

t
cte xt ≤−− , denn 1+≥⋅ xt tec  (e-Funktion wächst schneller als jede Potenz) 

Somit existiert eine konvergente Majorante und )(xΓ  existiert für alle 0>x . 
 
 
Wozu ist die Gammafunktion nützlich? 
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Damit interpoliert )(xΓ  die Fakultät: !)1( nn =+Γ  
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