SS 2002 Mathematik fir Informatiker 11 — Teil A

§2 Das unbestimmte Integral und
Sammfunktionen

Ziel: Umkehrung der Differentiation

Definition 2.1

Gegeben seien Funktionen F, f :[a,b] - R . F differenzierbar auf [a,b] und gilt
F'(x)= f(x) OxO[a,b], soheift F(x) Stammfunktion von f(x).

Bemerkung: Ist F(x) eine Stammfunktionvon f(x), soist auch F(x)+C Stammfunktion
von f(Xx).

Satz 2.2 (Hauptsatz der Differential- und
| ntegr alrechnung)

Se f :[a,b] - R eine stetige Funktion. Dann gilt
a F(x ::J'f(t)dt ist eine Stammfunktion von f(X).

(, Integration al's Umkehrung der Differentiation®)

b
a

b) Ist F(x) Stammfunktionvon f(x), so gilt: jzf(t)dt =F(b)-F(a) =F

(, Stammfunktion als Mittel zum Ldsen bestimmter Integrale”).

Beweis:
a) Sei h#0 (h<0 ebenfallszugelassen) so, dass x,x+hD[a,b].

- ﬁ [\]thhf (t)dt —f f(t)dt - thﬂi)dt
N R

!

xth unabhangig von t

j f (t)dt

‘%(F(x+ h) - F(x) — f(X)

+h

=i[~1Xj(f (t) = f (x))dt

i <sup{f(t)- f(x)| |tzwischen xund x+H

- 0 far h - 0, daf stetig.

Somitist F'(x) = f(X).
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b) Mit (a) gilt: F(X) :JX' f(t)dt+C
= F(b) =Tf(t)dt+C
F(a):if(t)dt+C:C

= F(b)-F(a) = [ f(t)dt
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g.ed.

Definition 2.3

Die Stammfunktion F(Xx) einer Funktion f(x) wird auch as,das’ unbestimmte Integral

bezeichnet.

Schreibweise: I f (x)dx (d.h. ohne Integrationsgrenzen).
Esist jedoch nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.

Beispiele 2.4 (Stammfunktionen)

jx”dx=iD<”*l+C
n+1
=Inx+C Qx]#O)

jsinxdx=—cosx+C

Icosxdngnx+C
Itanxdxz—ln|cosx|+C

jcotxdx:In|sinx|+C

J’\/ldizarcsinx+c (X <)
X2

m In‘x+\/x2+4+c

X
jmzln(x+\/1+x2)+c

X

jlf);z =zarctanx+C

d 1 1
I1—Xx2:ED]nl+§+C b43)

(x>1)

#((2k+1D 77
J' dx =tanx+C X#( )/2
COS2X kZ

dx X # Kir
j - =-cotx+C
sin2x kOZ

eaxdx:1®”+c
Jerde=,

j|nxdx:x(|nx—1)+c (x> 0)

Welitere Beispiele: Formelsammlungen,
z.B. Bronstein, Taschenbuch der
Mathematik
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Wieldst man unbekannte Integrale?
Durch (z.T. trickreiches) Umformen in bekannte Integrale.
Hierzu gibt es zwei Grundtechniken.

Satz 2.5 (Integrationsregeln)

a) Partiellelntegration:
Sind u,v:[a,b| - R stetig differenzierbar, so gilt

j u(x) IV (x)dx = u(x) W(x)[° - j u' (x) W(x)dx

b) Substitutionsregel:

d
Zur Berechnung von j f (X)dx setze man x = z(t) , z stetig differenzierbar, z(a) =c,

j f(x)dx = T f(2(t)) I (t)dt

Beweis:
a) Produktregel: (uv)'=u'v+uv'
b b b
integrieren: J'(uv)'dx = Iu'vdx+juv'dx * uv‘ﬁ
a a a

b) folgt aus Kettenr*egel
%(F(z(t))) = f(z(t)) Z'(t) g.ed.

Beispiele 2.6 (partielle Integration)

—
uly

=x@* -e"+C
b) [Inxdx = [Inx[dx = Inx&—j%D(dx

u v

=xnx-x+C
C) J'sinzxdx = sinx[ﬂ—cosx)+jcoszxdx

a) I&(Dﬁdx = x@x—j}@:dx

=—sinxcosx+J'(1—sin2x)dx ‘+I§n2xdx
=N qunzx dx = —sinxcosx+jdx

. 1. X
:>J'sm2x dx:——smxcosx+§+C
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Beispiele 2.7 (Substitution)

a) je&dx Substitution: z:&,gzizzi,dx:hdz

je&dx:jeZ 2z dz

2.6a
= 2ze’* -2e*+C

=2x@* -2e" +C (Ricksubstitution)

Nicht alle Integrale lassen sich geschlossen |6sen, obwohl sie einfach aussehen.

z.B.: Fehlerfunktion erf (x) := 2 Ej e dt tabelliert
X %

Ix

1
b) J\/l— X2 dx Substitution:  x =cosz = % =-sinz
z
-1

x=1 z=0
j\/l— x2dx = J. vJ1-cos?z (—-sinz)dz
x=-1 z=r sinz

2.6¢ ™

0 m 1 7
:—jsinzzdz = jsinZZdz = —-=9nzcosz+—
V4 0 :2 :2 0

:—0+£—(0+0):£
2 2

| ntegration rationaler Funktionen 2.8

Rickfuhrung auf bekannte Integrale mittels einer Partialbruchzerlegung

- dx
Beispid: | ———
J‘x2—5x+6
Die Funktion g(x) = x2—5x+6 hat Nullstellen x=2 und x=3
Partialbruchzerlegung: X2=5x+6=(x-2)(x—-3
1 A B
= +

X2—5x+6 X—2 Xx-3
=A(x—3)+B(x—2) _ (A+B)x+(-3A-2Db)

(x=2)(x—-3) X2—5x+6

A+B=0

K oeffizientenvergleich:
-3A-2B=1

} hat Lésung A=-1, B=1
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J'L = - £+ i :—|n|x—2|+|n|x—q+c
X2—-5x+6 X—2 X—3
X34 c

X—2
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