
SS 2002  Mathematik für Informatiker II – Teil A 

  Seite - 1 - 

§2 Das unbestimmte Integral und 
Stammfunktionen 

 
Ziel: Umkehrung der Differentiation 
 

Definition 2.1 
 
Gegeben seien Funktionen [ ] R→bafF ,:, . F differenzierbar auf [ ]ba,  und gilt 

[ ]baxxfxF ,)()(' ∈∀= , so heißt )(xF  Stammfunktion von )(xf . 
 
Bemerkung: Ist )(xF  eine Stammfunktion von )(xf , so ist auch CxF +)(  Stammfunktion 

von )(xf . 
 
 

Satz 2.2 (Hauptsatz der Differential- und 
Integralrechnung) 

 
Sei [ ] R→baf ,:  eine stetige Funktion. Dann gilt 

a) ∫=
x

a

dttfxF )(:)(  ist eine Stammfunktion von )(xf . 

(„Integration als Umkehrung der Differentiation“) 

b) Ist )(xF  Stammfunktion von )(xf , so gilt: b
a

b

a

FaFbFdttf :)()()( =−=∫  

(„Stammfunktion als Mittel zum Lösen bestimmter Integrale“). 
 
Beweis: 
a) Sei 0≠h  ( 0<h  ebenfalls zugelassen) so, dass [ ]bahxx ,, ∈+ . 

{∫∫∫
++

−−⋅=−−+
hx

x

x

a

hx

a

dtxfdttfdttf
h

xfxFhxF
h

)()()(1)()()((1  

 

              ∫
+hx

x

dttf )(  

 

( ) { }hxxtxftfdtxftf
h

hx

x

+−≤−⋅= ∫
+

undzwischen|)()(sup)()(1  

 
0→  für 0→h , da f stetig. 

 
Somit ist )()(' xfxF = . 

unabhängig von t
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b) Mit (a) gilt: CdttfxF
x

a

+= ∫ )()(  

CdttfbF
b

a

+=⇒ ∫ )()(  

    CCdttfaF
a

a

=+= ∫ )()(  

∫=−⇒
b

a

dttfaFbF )()()(    q.e.d. 

 
 

Definition 2.3 
 
Die Stammfunktion )(xF  einer Funktion )(xf  wird auch als „das“ unbestimmte Integral 
bezeichnet. 
Schreibweise: ∫ dxxf )(  (d.h. ohne Integrationsgrenzen). 
Es ist jedoch nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.  
 
 

Beispiele 2.4 (Stammfunktionen) 
 

Cx
n

dxx nn +⋅
+

= +∫ 1

1
1  ∫ += Cx

x
dx tan

²cos
 















∈

+≠

Zk

kx 2)12( π
 

∫ += Cx
x
dx ln  ( )0≠x  Cx

x
dx +−=∫ cot

²sin
 








∈
≠

Zk
kx π

 

Cxdxx +−=∫ cossin  Ce
a

dxe axax +⋅=∫
1  

∫ += Cxdxx sincos  Cxxdxx +−=∫ )1(lnln  )0( >x  

Cxdxx +−=∫ coslntan   

Cxdxx +=∫ sinlncot   

∫ +=
−

Cx
x

dx arcsin
²1

 ( )1<x  

Cxx
x
dx +++=

−∫ 1²ln
1²

 ( )1>x  

( ) Cxx
x

dx +++=
+∫ ²1ln

²1
 

Cx
x

dx +=
+∫ arctan

²1
 

C
x
x

x
dx

+
−
+

⋅=
−∫ 1

1
ln

2
1

²1
 ( )1≠x   

Weitere Beispiele: Formelsammlungen, 
z.B. Bronstein, Taschenbuch der 
Mathematik 
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Wie löst man unbekannte Integrale? 
Durch (z.T. trickreiches) Umformen in bekannte Integrale. 
Hierzu gibt es zwei Grundtechniken. 
 

Satz 2.5 (Integrationsregeln) 
 
a) Partielle Integration: 

Sind [ ] R→bavu ,:,  stetig differenzierbar, so gilt 

dxxvxuxvxudxxvxu
b

a

b
a

b

a
∫∫ ⋅−⋅=⋅ )()(')()()(')(  

 
b) Substitutionsregel: 

Zur Berechnung von ∫
d

c

dxxf )(  setze man )(tzx = , z stetig differenzierbar, caz =)( , 

dbz =)(  und formal dttzdx )('= : 

∫∫
=

=

=

=

⋅=
bt

at

dx

cx

dttztzfdxxf )('))(()(  

 
Beweis: 
a) Produktregel: '')'( uvvuuv +=  

integrieren: ∫∫∫ +=
b

a

b

a

b

a

dxuvvdxudxuv '')'(

*
43421

    a
buv*  

b) folgt aus Kettenregel 

)('))(()))((( tztzftzF
dt
d ⋅=    q.e.d. 

 
 

Beispiele 2.6 (partielle Integration) 
 
a) { { { { {∫∫ ⋅−⋅=⋅

⋅

dxeexdxex
v

x

uvu

x

v

x

u ''
1  

Ceex xx +−⋅=  

b) { { ∫∫∫ ⋅−⋅=⋅= dxx
x

xxdxxdxx
vu

1ln1lnln
'

 

Cxxx +−⋅= ln  
c) ∫∫ +−⋅= dxxxxdxx ²cos)cos(sin²sin  

∫ −+−= dxxxx )²sin1(cossin    ∫+ dxx²sin  

∫∫ +−=⋅⇒ dxxxdxx cossin²sin2  

Cxxxdxx ++−=⇒ ∫ 2
cossin

2
1²sin  
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Beispiele 2.7 (Substitution) 
 

a) ∫ dxe x   Substitution: xz = , 
zxdx

dz
2
1

2
1 =
⋅

= , dzzdx 2=  

∫∫ ⋅= dzzedxe zx 2  

Ceze zz
a

+−= 22
6.2

 
Ceex xx +−⋅= 22   (Rücksubstitution) 

 
Nicht alle Integrale lassen sich geschlossen lösen, obwohl sie einfach aussehen. 

z.B.: Fehlerfunktion ∫ −⋅=
x

t dte
x

x
0

22:)(erf  tabelliert 

 

b) ∫
−

−
1

1

²1 dxx  Substitution: zx cos=  z
dz
dx sin−=⇒  

dzzzdxx
z

z z

x

x

)sin(²cos1²1
0

sin

1

1

−−=− ∫∫
=

=

=

−= π
43421  

ππ

π 0

6.2

0

0

2
cossin

2
1²sin²sin zzzdzzdzz

c
+−==−= ∫∫  

2
)00(

2
0 ππ =+−+−=  

 
 

Integration rationaler Funktionen 2.8 
 
Rückführung auf bekannte Integrale mittels einer Partialbruchzerlegung 
 

Beispiel: ∫ +− 65² xx
dx  

 
Die Funktion 65²)( +−= xxxg  hat Nullstellen 2=x  und 3=x  
Partialbruchzerlegung:   )3)(2(65² −−=+− xxxx  
 

3265²
1

−
+

−
=

+− x
B

x
A

xx
 

65²
)23()(

)3)(2(
)2()3(

+−
−−++=

−−
−+−=

xx
bAxBA

xx
xBxA  

 

Koeffizientenvergleich: 




=−−
=+

123
0
BA

BA
 hat Lösung 1−=A , 1=B  
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Cxx
x
dx

x
dx

xx
dx +−+−−=

−
+

−
−=

+− ∫ ∫∫ 3ln2ln
3265²

 

C
x
x +

−
−=

2
3ln  
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