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TEIL A: INTEGRATION IN RRRR 
 
Ziele: Sei )(xf , [ ]bax ,∈  reellwertige Funktion 
1. Berechne Fläche zwischen )(xf  und x-Achse (bestimmtes Integral) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Umkehrung der Diffentiation 
Suche Funktion F(x) mit )()(' xfxF =

 
 

§1 Das best
 
Annahme [ ] R→baf ,:  beschränkt 
 

Defi
 
a) Eine Menge der Form { xxaZ <== 10

Unterteilung) des Intervalls [ ]ba, . 
 
 
 
 

b) 11
max: −≤≤

−= iini
xxZ  heißt Feinheit der

c) [ ]ba,Z : Menge aller Zerlegungen vo
d) Eine Zerlegung 1Z  ist eine feinere Zer

Hinzunahme von weiteren Knoten zu Z
 
 

Defi
 

a) Jede Summe der Form ∑
−

=

=
1

0
()(

n

i
f fZR ξ

von f zur Zerlegung Z. 
 

a  b  

0xa =  1x  2x  
)(xf
 (Stammfunktion: unbestimmtes Integral) 

immte Integral 

nition 1.1 

}bxx n =<<< ...2  heißt Zerlegung (Partition, 
 Z

n 
le

n

i

 

erlegung

[ ]ba,  
gung als

2  entsteh

ition 

+ −1)( i xx

1−nx
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 Z. 

 2Z  ( 21 ZZ ⊃ ), falls 1Z  durch 

t. 

1.2 

)i , [ ]1, +∈ iii xxξ  heißt Riemann-Summe 

nx
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b) [ ]( ) ( )∑
−

=
++ −⋅=

1

0
11,inf:)(

n

i
iiiif xxxxfZU  heißt Untersumme von f zur Zerlegung Z. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

c) [ ]( ) ( )∑
−

=
++ −⋅=

1

0
11,sup:)(

n

i
iiiif xxxxfZO  heißt Obersumme von f zur Zerlegung Z. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bemerkung 1.3 
 
a) )()()( ZOZRZU fff ≤≤  für ein festes Z. 
b) Verfeinerungen vergrößern Untersummen, verkleinern Obersummen 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c) Für zwei beliebige Z
)()( 21 ZOZU ff ≤  

ax =0  1x  2x  bxn =

ax =0  1x  2x  bxn =

ax =0  1x  2x  bxn =
erlegungen 

ix  ξ  

)( 1 UZU f ≥
1+ix ix 1+ix  ξ
 

1Z , 2Z  von [ ]ba,  gil

)( 2Zf O
t stets: 

)( 1 OZ ff ≤
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Definition 1.4 
 
a) Auf Grund der obigen Eigenschaften existieren die Grenzwerte 

[ ]{ }∫ ∈=
b

a
f baZZUdxxf ,|)(sup:)( Z  

[ ]{ }∫ ∈=
b

a
f baZZOdxxf ,|)(inf:)( Z  

Sie heißen Riemannsches Unter- bzw. Oberintegral. 
 

b) )(xf  heißt Riemann-integrierbar über [ ]ba, , wenn Ober- und Unterintegral 
übereinstimmen. Dann heißt 

∫∫∫ ==
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  Riemann-Integral von )(xf  über [ ]ba, . 

 
 

Beispiele 1.5 
 
a) Sei const)( == cxf  

)()()()()(
1

0
1

1

0
1 abcxxcxxcZOZU

n

i
ii

n

i
iiff −⋅=−⋅=−⋅==⇒ ∑∑

−

=
+

−

=
+  

D.h. )(xf  ist integrierbar mit ∫ −⋅=
b

a

abcdxxf )()(  

 

b) Sei [ ]ba,∈ξ . Betrachte 




=
≠

=
)(1
)(0

)(
ξ
ξ

x
x

xf  

 
 
 
 
 
Dann ist (ZU f

  O0 <

Falls 0→Z , is

 )(⇒ ∫
b

a

dxxf

 
c) Dirichletsche Sp

Sei 




=
1
0

)(
x

xf

 

a 
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0) =  

ZZf 2)( ≤  

t 0)( →ZOf  

0=  

rungfunktion 
[ ]
[ ]∈

∩∈
Q

Q
\1,0

1,0x
 

b ξ
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⇒  






=

=

1)(
0)(

ZO
ZU

f

f  für alle [ ]baZ ,Z∈  

 
)(xf⇒  ist nicht Riemann-integrierbar. 

 
 

Eigenschaften des Riemann-Integrals 
 

Definition 1.6 
 

Ist [ ] R→baf ,:  eine nichtnegative Funktion, so bezeichnen wir mit ∫
b

a

dxxf )(  die Fläche 

zwischen der Kurve )(xf  und der x-Achse im Intervall [ ]ba, . 
 
 

Bemerkung 1.7 
 

Ist )(xf  negativ, so kann man die Fläche durch ∫
b

a

dxxf )(  definieren 

Ist ab < , definiert man ∫∫ −=
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(  

 
 

Lemma 1.8 (Monotonie) 
 

Sind gf ,  integrierbar mit )()( xgxf ≤  auf [ ]ba, , so gilt ∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxgdxxf )()( . 

 
Beweis: 
Zu einer vorgegebenen Zerlegung Z gilt eine derartige Ungleichung für die Ober- und 
Untersumme. 
Sie überträgt sich auch im Grenzfall.   q.e.d. 
 
 

Korollar 1.9 
 

∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  
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Beweis: 
Mit Lemma 1.8 folgt aus )()()( xfxfxf ≤≤−  die Beziehung 

∫ ∫ ∫≤≤−
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()(  

und somit die Behauptung.    q.e.d. 
 
 

Korollar 1.10 (Nichtnegativität) 
 
Integration erhält die Nichtnegativität 

[ ]baxxf ,0)( ∈∀≥   ∫ ≥⇒
b

a

dxxf 0)(  

 
Beweis: 
Mit Monotonielemma 1.8 folgt 0)( ≥xf  

∫ ∫ =⋅≥⇒
b

a

b

a

dxdxxf 00)(  !  q.e.d. 

 
 

Satz 1.11 (Linearität) 
 
Seien )(),( xgxf  integrierbar auf [ ]ba,  und R∈βα , . Dann ist auch )()( xgxf ⋅+⋅ βα  
integrierbar auf [ ]ba,  und es gilt: 

∫∫∫ ⋅+⋅=⋅+⋅
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()())()(( βαβα . 

 
Beweis: 
Aufgrund der Ungleichungen 

gfgf supsup)sup( +≤+  
gfgf infinf)inf( +≥+  

auf [ ]ba,  gilt: 

∫∫∫ +≤+
b

a

b

a

b

a

gdxfdxdxgf )(  

∫∫∫ +≥+
b

a

b

a

b

a

gdxfdxdxgf )(  

Daraus folgt die Additivität. 

Die Beziehung ∫∫ ⋅=
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( λλ  ist klar für 0≥λ , da die entsprechende Aussage für 

das Ober- und Unterintegral gilt. 
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Für 0<λ  verwendet man ∫∫ −=−
b

a

b

a

dxxfdxxf )())(( , d.h. die Rolle von Ober- und 

Unterintegral vertauscht sich.     q.e.d. 
 
 

Lemma 1.12 (Zusammensetzung von 
Integrationsintervallen) 

 
Sei bca ≤≤ . Dann ist )(xf  genau dann über [ ]ba,  integrierbar, wenn f über [ ]ca,  und [ ]bc,  
integrierbar ist. Es gilt 

∫∫∫ +=
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( . 

 
Beweis: 
Betrachte: Verfeinerte Zerlegung, in der c als Knoten auftritt. Dann folgt die Behauptung 
direkt aus der Betrachtung der Ober- und Untersummen.  q.e.d. 
 
Wann ist eine Funktion integrierbar? 
 

Lemma 1.13 (Riemannsches Kriterium) 
 
Ist [ ] R→baf ,:  beschränkt, so sind folgende Aussagen äquivalent: 
i) f ist integrierbar über [ ]ba, . 
ii) Für jedes 0>ε  gibt es eine Zerlegung [ ]baZ ,Z∈ , so dass gilt: ε<− )()( ZUZO ff . 
 
Beweis: 
i) " ii): 
Nach der Definition von Ober- und Unterintegral existieren zu jedem 0>ε  Zerlegungen 

21, ZZ  mit ∫ ≤−≤
b

a
f dxxfZO

2
)()(0 1

ε , ∫ ≤−≤
b

a
f ZUdxxf

2
)()(0 2

ε  

Da diese Ungleichungen beim Übergang zu einer Verfeinerung erhalten bleiben, können wir 
o.B.d.A. ZZZ == 21  wählen. 
Addition beider Ungleichungen liefert ii) 
 
ii) " i): 

Für 0>ε  folgt aus ii), dass ε
)

)()()()(0
ii

ff

b

a

b

a

ZUZOdxxfdxxf
↑
<−≤−≤ ∫∫  

Somit sind Ober- und Unterintegral identisch, d.h. f ist integrierbar.  q.e.d. 
 
 
 
Wofür kann man dieses Kriterium anwenden? 
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Satz 1.14 (Integrierbarkeit monotoner Funktionen) 
 
Sei [ ] R→baf ,:  beschränkt. 
Ist f monoton, so ist f integrierbar. 
 
Beweis: 

Sei o.B.d.A. f monoton wachsend. Betrachte äquidistante Zerlegung Z mit )( ab
n
iaxi −+= , 

ni ,...,0= . 

Dann gilt: ∑
−

=
++ −⋅−=−

1

0
11 )())()(()()(

n

i
iiiiff xxxfxfZUZO  

∑
−

=
+ −⋅−=

1

0
1)täquidistan(

))()((
n

i
ii xfxf

n
ab  

0))()(( →−⋅−= afbf
n

ab  für ∞→n  

Damit ist f nach dem Riemann-Kriterium integrierbar.  q.e.d. 
 
Gibt es noch eine weitere Anwendung? 
 

Satz 1.15 (Integrierbarkeit stetiger Funktionen) 
 
Sei [ ] R→baf ,:  beschränkt. 
Falls f stetig ist, so ist f auch integrierbar. 
 
Beweis: 
Da f auf kompaktem [ ]ba,  stetig ist, ist f dort gleichmäßig stetig. Sei 0, >δε  so gewählt, 

dass 
ab

yfxfyx
−

<−⇒<− εδ )()(  

Für eine Zerlegung Z mit δ<Z  folgt dann 

[ ]( ) [ ]( )( ) ( )ii

n

i
iiiiff xxxxfxxfZUZO −⋅−=− +

−

=
++∑ 1

1

0
11 ,inf,sup)()(  

( ) εεε =−⋅
−

=−⋅
−

<∑
−

=
+ )(

1

0
1 ab

ab
xx

ab

n

i
ii  

Damit ist f nach dem Riemann-Kriterium integrierbar.  q.e.d. 
 
Welche Konsequenzen hat das? 
 

Beispiele 1.16 
 
Folgende Funktionen sind auf [ ]ba,  integrierbar: 
a) xxf =)(  b) xexf =)(  c) )ln()( xxf = , falls 0>a  

d) xxf sin)( =  e) Polynomfunktionen: ∑
=

=
n

k

k
k xxf

0
)( α  
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Bemerkung: Auch stückweise stetige Funktionen mit endlich vielen Sprungstellen sind 
integrierbar. 

 
Beweisidee: Verwende Zerlegungslemma 1.12 und führe vollständige Induktion nach der 

Zahl der Sprungstellen durch. q.e.d. 
 
 
Welche Eigenschaften lassen sich für Integrale mit stetigen Funktionen noch zeigen? 
 

Satz 1.17 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) 
 
Sei [ ] R→baf ,:  stetig und [ ] R→bag ,:  stückweise stetig und nichtnegativ 
(�Gewichtsfunktion�). 

Dann existiert ein [ ]ba,∈ξ  mit ∫∫ ⋅=⋅
b

a

b

a

dxxgfdxxgxf )()()()( ξ . 

 
Bemerkung: )(ξf  kann als Mittelwert von f im Intervall [ ]ba,  bzgl. einer 

Gewichtsfunktion g aufgefasst werden. 
Da f stetig ist, wird dieser Mittelwert als Funktionswert angenommen. 

 
Beweis: 
Seien [ ]( )bafm ,min=  und [ ]( )bafM ,max= . 
Da g nichtnegativ ist, gilt: )()()()( xgMxgxfxgm ⋅≤⋅≤⋅   [ ]bax ,∈∀  und damit nach dem 
Monotonie-Lemma 1.8 

∫∫∫ ⋅≤≤⋅
b

a

b

a

b

a

dxxgMdxxgxfdxxgm )()()()(  

Somit existiert eine Zahl µ  (�Mittelwert�) mit 

∫∫ =⋅
b

a

b

a

dxxgxfdxxg )()()(µ  

Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann ein [ ]ba,∈ξ  mit µξ =)(f .  q.e.d. 
 
 

Korollar 1.18 
 
Mit [ ]baxxg ,1)( ∈∀=  folgt aus Satz 1.17: 

Für eine stetige Funktion [ ] R→baf ,:  gibt es ein [ ]ba,∈ξ  mit ∫⋅−
=

b

a

dxxf
ab

f )(1)(ξ  

 
 
 
 
 
 
 

∫
b

a

dxxf )(
)()( ξfab ⋅−  

Beide Flächen sind 
identisch. 
a  
ξ
f (ξ) 
 
b
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Eine Anwendung des bestimmten Integrals 
 

Volumen von Rotationskörpern 1.19 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)(xA  hat Radius )(xf  ( )2)()( xfxA π=⇒  
 
Cavalieri: Volumen des Rotationskörpers ergibt sich durch Aufsummieren der 
Flächeninhalte )(xA  im x-Intervall [ ]ba, . 

( )∫∫ ⋅==
b

a

b

a

dxxfdxxAV 2)()( π  

 
 

Beispiele 1.20 
 
a) const)( == rxf  ergibt das Volumen eines Kreiszylinders mit Radius r und Höhe ab − : 

)(1 222 abrdxrdxrV
b

a

b

a

−⋅=⋅=⋅= ∫∫ πππ  

 
 
 
 

b) xxf =)(  im Intervall [ ]1,0  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

x 

f (x)

x

y 

z 

a b 

Kreisfläche 
A(x) 

a b

x 

y 

z 

0 1 
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( )
2

)(
1

0

1

0

2 πππ === ∫∫ xdxdxxfV  
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