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TEILA: INTEGRATIONINR

Zide: Sei f(x), XD[a, b] reellwertige Funktion

1.

2.

Berechne Flache zwischen f(X) und x-Achse (bestimmtes Integral)

A

f(x)

v

a b

Umkehrung der Diffentiation
Suche Funktion F(x) mit F'(X) = f(X) (Stammfunktion: unbestimmtes Integral)

81 Das bestimmte I ntegral

Annahme f :[a, b] — R beschrénkt

Definition 1.1

a)

b)

d)

Eine Menge der Form Z ={a=x, <x <X, <..<x, =1 heiBt Zerlegung (Partition,

Unterteilunag) des Intervalls [a, b] .

a=Xx X X X1 X,
Z

X — Xi_1| heifit Feinheit der Zerlegung

||Z|| ‘= max

I<isn

V4 [a,b]: Menge aller Zerlegungen von [a,b]
Eine Zerlegung Z, ist eine feinere Zerlegungals Z, (Z, O Z,), falls Z, durch

Hinzunahme von weiteren Knoten zu Z, entsteht.

Definition 1.2

n-1
Jede Summe der Form R((Z) =Y f(&)(X,, —%), & O[x,x,,] heiBt Riemann-Summe

i=0

von f zur Zerlegung Z.
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v

X =a X X, X% =b

n-1
b) U, (2):= inf f({x,x.,]){x., —x) heiBt Unter summe von f zur Zerlegung Z.
i=0

A

v

X =a X X, X =b

c) O;(2)= nz_lsup f ([X, , xiﬂ]) [{x.,, — x ) heiBt Ober summe von f zur Zerlegung Z.

i=0

A

v

Bemerkung 1.3

a) U,(Z2)=sR,(Z)=<0;(2) fiir ein festes Z.

b) Verfeinerungen vergroBBern Untersummen, verkleinern Obersummen

A A
X & X4y X & %41
U,(Z)2U,(Z,) 0,(2,)<0,(Z,) fir Z, >Z,

c) Fiir zwei beliebige Zerlegungen Z,, Z, von [a, b] gilt stets:
U(Z))=0;(Z,)
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Definition 1.4

Auf Grund der obigen Eigenschaften existieren die Grenzwerte

b
[ fodx:=supfu (2)1 20z [ab}

f (xdx:=inf{0, ()| 2 0Z[a,b}

D Sy | T

Sie heiBlen Riemannsches Unter- bzw. Oberintegral.

b)

f (x) heiit Riemann-integrierbar iiber [a, b] , wenn Ober- und Unterintegral
ibereinstimmen. Dann heif3t

b b b
jf(x)dx:j f(x)dx:j f (x)dx Riemann-Integral von f(x) iiber [a,b].

Beispiele 1.5

a) Sei f(X)=c=const
=>U(£)=0(2) = Ecﬂjxm—xi):chz_l(xm—xi): clfb-a)

b
D.h. f(X) ist integrierbar mit J. f(x)dx=clib-a)

b) Sei £0[a,b]. Betrachte f(x) = {? ((;(j:f))

| A
a 4 b
Dannist U(Z)=0
0<0,(2)<2JZ]
Falls Z|| - 0, ist O;(Z) - 0

A~

b
:>jf(x)dx:0

c) Dirichletsche Sprungfunktion

sei 1(=1° x0[0,1] n Q
@ T00=1 xofod)va
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U,(2)=0

furalle Z0OZ |a,b
3of(z>=1} iralle 202 [a.b)

= f(X) ist nicht Riemann-integrierbar.

Eigenschaften des Riemann-Integrals

Definition 1.6

b
Ist f :[a, b] — R eine nichtnegative Funktion, so bezeichnen wir mit j f (x)dx die Flache

zwischen der Kurve f(X) und der x-Achse im Intervall [a, b] .

Bemerkung 1.7

b
Ist f(X) negativ, so kann man die Fliache durch ﬂ f (X)|dx definieren

a

b a
Ist b < a, definiert man I f(x)dx = —J' f (x)dx
a b

Lemma 1.8 (M onotonie)

b b
Sind f,g integrierbar mit f(x) < g(x) auf [a,b], so gilt j f (x)dx < j g(x)dx.

Beweis:
Zu einer vorgegebenen Zerlegung Z gilt eine derartige Ungleichung fiir die Ober- und
Untersumme.

Sie tibertrdgt sich auch im Grenzfall. q.e.d.
Korollar 1.9

b b

I f (X)dx| < I| f (3)]dx
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Bewels:

Mit Lemma 1.8 folgt aus —| f(X)| < f(x) < | f(x)| die Beziehung
b b b

—J'|f(x)|dxs j f(x)dx < j|f(x)|dx

a a

und somit die Behauptung. g.e.d.

Korollar 1.10 (Nichtnegativitét)

Integration erhilt die Nichtnegativitét

b
f(x)=0 DxD[a,b] = J'f(x)dxzo

Beweis:
Mit Monotonielemma 1.8 folgt f(X) =0

b b
:jf(x)dxzj'omx=0 4 g.e.d.

Satz 1.11 (Linearitét)

Seien f(X),g(X) integrierbar auf [a, b] und a, B 0R . Dann ist auch a [f (X) + S [9(X)
integrierbar auf [a, b] und es gilt:

b b b
J'(a f (x) + BLg(x)dx = a q' f(x)dx+ S [J' g(x)dx.

Bewels:

Aufgrund der Ungleichungen
sup(f +g)<supf +supg
inf(f +g)=inf f +inf g
auf [a,b] gilt:

b b b
I(f +g)dxsjfdx+jgdx

b b

I(f +g)dx2}fdx+jgdx

Daraus folgt die Additivitit.

b b
Die Beziehung I Af (X)dx = A q f (X)dx ist klar fir A =0, da die entsprechende Aussage fiir

das Ober- und Unterintegral gilt.
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b b
Fiir A <0 verwendet man j (- f (x))dx = - j f (x)dx, d.h. die Rolle von Ober- und

Unterintegral vertauscht sich. g.e.d.

Lemma 1.12 (Zusammensetzung von
| ntegr ationsinter vallen)

Sei as<c<b.Dannist f(X) genau dann iiber [a, b] integrierbar, wenn f {iber [a, C] und [C, b]
integrierbar ist. Es gilt

]1 f(x)dx = Jc' f(x)dx + Jl[1 f(x)dx.

Bewels:
Betrachte: Verfeinerte Zerlegung, in der C als Knoten auftritt. Dann folgt die Behauptung
direkt aus der Betrachtung der Ober- und Untersummen. q.e.d.

Wann ist eine Funktion integrierbar?

Lemma 1.13 (Riemannsches Kriterium)

Ist f :[a, b] — R beschrinkt, so sind folgende Aussagen dquivalent:
i) fistintegrierbar iiber [a, b].
i1) Fiir jedes £ >0 gibt es eine Zerlegung Z[1Z [a, b] ,sodass gilt: O, (Z2)-U,(Z)<¢.

Bewels:
i) 2 ii):

Nach der Definition von Ober- und Unterintegral existieren zu jedem &£ >0 Zerlegungen
b b
Z,.Z, mit 00, (Z,)- | f(x)dxs%, 0<[f(x)d-U,(Z,) sg

Da diese Ungleichungen beim Ubergang zu einer Verfeinerung erhalten bleiben, kdnnen wir
0.B.dA. Z, =27, =Z wihlen.
Addition beider Ungleichungen liefert ii)
i) =2 i):
b b
Fiir £ >0 folgt aus ii), dass 0 < j f (x)dx—j f(0dx< 0, (2)-U, (2)<e
a a i)

Somit sind Ober- und Unterintegral identisch, d.h. f ist integrierbar. g.e.d.

Wofir kann man dieses Kriterium anwenden?
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Satz 1.14 (Integrierbarkeit monotoner Funktionen)

Sei f :[a, b] - R beschrénkt.
Ist f monoton, so ist f integrierbar.

Bewels:
Sei 0.B.d.A. f monoton wachsend. Betrachte dquidistante Zerlegung Z mit X, = a+ ! (b-a),
n

i =0,..,0N.

Dann gil: O, (2) ~U, () = 3. (F(%,1) = (%)) [y =)

_ b-a &
i) 7 Di;( f (%)~ F(X))

:b;namf(b)—f(a)) 0 fir n - o

Damit ist f nach dem Riemann-Kriterium integrierbar. g.e.d.

Gibt es noch eine weitere Anwendung?

Satz 1.15 (Integrierbarkeit stetiger Funktionen)

Sei f :[a, b] — R beschrénkt.
Falls f stetig ist, so ist f auch integrierbar.

Bewels:
Da f auf kompaktem [a, b] stetig ist, ist f dort gleichmidBig stetig. Sei £,0 >0 so gewéhlt,
dass [x-y|<d = [f(0)-f(y)< bga

Fiir eine Zerlegung Z mit ||Z|| <0 folgt dann

0,(2)-U, ()= (sup ([ x.0])~inf 1 ({x. %)), ~x,)

i=0

b-a
Damit ist f nach dem Riemann-Kriterium integrierbar. g.e.d.

g i o
<;m[ﬂxm x)=——I[b-a)=¢

Welche Konsequenzen hat das?

Beispiele 1.16
Folgende Funktionen sind auf [a, b] integrierbar:
a) f(x)=+/x b) f(x)=¢" c) f(x)=In(x), falls a>0
d) f(x)=sinx e) Polynomfunktionen: f(X)= Z a, x“
k=0
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Bemerkung: Auch stiickweise stetige Funktionen mit endlich vielen Sprungstellen sind
integrierbar.

Beweisidee: Verwende Zerlegungslemma 1.12 und fiihre vollstandige Induktion nach der
Zahl der Sprungstellen durch. g.e.d.

Welche Eigenschaften lassen sich fiir Integrale mit stetigen Funktionen noch zeigen?

Satz 1.17 (Mittelwertsatz der I ntegralrechnung)

Sei f :[a, b] — R stetigund g :[a, b] - R stiickweise stetig und nichtnegativ
(,,Gewichtsfunktion®).

Dann existiert ein & 0[a,b] mit j f(x) G(x)dx = f (&) [j g(x)dx.

Bemerkung: f(¢&) kann als Mittelwert von f im Intervall [a, b] bzgl. einer

Gewichtsfunktion g aufgefasst werden.
Da f stetig ist, wird dieser Mittelwert als Funktionswert angenommen.

Beweis:

Seien m=min f ([a, b]) und M =max f ([a, b])

Da g nichtnegativ ist, gilt: mLg(x) < f(X)[G(X) <M [g(x) [OxO [a, b] und damit nach dem
Monotonie-Lemma 1.8

b b b
m [J' g(x)dx < I f(xX)g(x)dx<M [J' g(x)dx
Somit existiert eine Zahl 4 (,,Mittelwert™) mit
b b
4 g09ck = [ £ 0g0dx

Nach dem Zwischenwertsatz existiert dann ein & [ [a, b] mit ()= pu. g.e.d.

Korollar 1.18

Mit g(x) =1 OxO[a,b] folgt aus Satz 1.17:

T
Fiir eine stetige Funktion f : [a, b] - R gibtesein {0 [a, b] mit | F($) = b-a [J. f (x)dx

f(©)
(b-a)[¥ ($)

identisch.

\ Jtl f (x)dx Beide Flachen sind
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Eine Anwendung des bestimmten Integrals

Volumen von Rotationskdrpern 1.19

yA

Kreisflache
AX)

A(X) hat Radius f(X) = Ax) = 71(f (%))’

Cavalieri: Volumen des Rotationskorpers ergibt sich durch Aufsummieren der
Flacheninhalte A(X) im X-Intervall [a, b].

V= JIE1 A(X)dx = n[j)'(f (X))’ dx

Beispiele 1.20

a) f(X)=r =const ergibt das Volumen eines Kreiszylinders mit Radius r und Héhe b—-a:

b b
v:n[erdx = ﬂﬁjzjldx = 71*(b-a)

a( ()b |

b) f(x)=+/x im Intervall [0,]]

B 1 s B 1 _77_
V = 7(f(x) dx—n.([xdx—z

0
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