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§9 Basistransformation 
 
Sei K ein Körper, sei V ein n-dimensionaler K-VR. 
Seien ),...,( 1 nvv=V  und ),...,(' ''

1 nvv=V  Basen von V. 
Betrachte VVidV →:  
 

Sei ∑
=

⋅=
n

i
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1

'  
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=
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n

k
kkii vsv
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(9.1) Lemma 
 
(1) Es gilt )()(

'

Vij idMs V
V=  und )()( '

'
Vki idMs V

V
=  

(2) nijki Ess =⋅ )()( '  

(3) 1)()( −= vv idMidM V
V

V
V '

'

 
 
Beweis: 
Nach Definition von )( VidM

'V
V  hat man jjV vvid =)(  als Linearkombination der 

Basisvektoren ),...,( ''
1 nvv  zu schreiben. 

Daher gilt )()(
'

ijV sidM =V
V . Ebenso )()( '

' kiV sidM =V
V

 
 
zu (2): 

)()( '
ijki ss ⋅  )()( VV idMidM

'

'
V
V

V
V

⋅=  

  
n

VVV

E
idMididM

=
== )()( V

V
V
V o

 

siehe (8.10) 
 

(3) folgt aus (1) und (2)    q.e.d. 
 
 
Sei nun W ein m-dimensionaler K-VR. Seien ),...,( 1 mww=W  und ),...,( ''

1
'

mww=W  Basen 
von W, sei WV f→  ein Homomorphismus. 
 
Problem: Wie hängen )( fM W

V  und )(
'

' fM W
V

 zusammen? 
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(9.2) Satz 
 
(1) )()()()( '

'

VW idMfMidMfM V
V

W
V

W
W

W
V

'

' ⋅⋅=  

(2) Sei ∑
=

=
n

i
iijj vsv

1

'  und ∑
=

=
m

k
kkll wtw

1

'  

   nj ≤≤1         ml ≤≤1  
Sei )(),( klij tTsS == .  

Dann gilt 1)()(
'

'
−⋅⋅= SfMTfM W

V
W
V

 
 
Beweis: 
Nach (8.6) ist die rechte Seite der Gleichung (1) genau die Matrix 

)()(
'

'

'

' fMidfidM VW
W
V

W
V

=oo  
(2) folgt aus (1) und Lemma (9.1) 
 
 

(9.3) Korollar 
 
Sei VV f→  ein Endomorphismus 
Dann gilt 1)()(

'

'
−⋅⋅= SfMSfM V

V
V
V

 
 
Beweis: 
Setze in (9.2) WV = , WV = , '' WV =  
Dann gilt TS = . 
 
 

(9.4) Definition 
 
Die Matrix )()(

'

ijV sidM =V
V  heißt die Übergangsmatrix von der Basis V  zur Basis 'V . 

 
Sei nun WV f→  ein Homomorphismus 
Problem: Man finde Basen V  von V und W  von W derart, dass )( fM W

V  besonders einfach 
ist. 
 
Sei ),...,( 1 nvv=V  Basis von V, W  beliebige Basis von W 

)(),...,(,..., 11 nn vfvfvv a  
 
(1) Sei nvv ,...,1  eine Basis von V derart, dass rvv ,...,1  eine Basis von )(Ker f  bilden. 

Dann hat )( fM W
V  die Form 
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(2) Betrachte nun 
0)(...)( 1 === rvfvf  )(),...,( 1 nr vfvf +  

 
Behauptung: )(),...,( 1 nr vfvf +  sind l.u. in W. 

  
Beweis: 
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Da rvv ,...,1  Basis ist von )(Ker f  existieren Kaa r ∈,...,1  mit ∑∑
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Da nvv ,...,1  Basis ist, folgt 0...1 === naa  
⇒  Behauptung     q.e.d. 

 
(3) Sei nrr vvvv ,...,,,..., 11 +  wie oben 

)(),...,( 1 nr vfvf +  ist Teil einer Basis von W 
Sei W  eine Basis von W der Form mrnnrnr wwvfwvfw ,...,),(),...,( 111 +−−+ ==  

Dann gilt 
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Damit ist bewiesen: 

r n-r 

m 
0

n-r 
0
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(9.5) Satz 
 

Sei WV f→  ein Homomorphismus. Dann existieren Basen V  von V und W  von W derart, 
dass 
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Beweis: 
Sei fnK →

Standardbasis
Es gibt Basen
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ie Basis sww ,...,1 . Insbesondere gilt sf =)(Rang . 

(9.6) Korollar 

trizen )(KGlS n∈  und )(KGlT m∈  derart, dass 1: −⋅⋅= SATB  die Form 
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(9.7) Definition 
 
Sei )(KMatA nm×∈  mit Spalten ),...,( 1 nαα , wobei m

i K∈α  
Der Übergang zur Matrix ),...,,,...,(' 11 njij tA ααααα ++=  heißt elementare 
Spaltenoperation, hierbei ist ji ≠ , Kt ∈  
(d.h. man addiert zur j-ten Spalte ein Vielfaches der i-ten Spalten) 
 
 

(9.8) Beispiele 
 

(1) 
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(2) ),...,( 1 nA αα=   ),...,,,( 3211 nααααα +       ),...,,( 212 nαααα +−  
  ),...,,,( 312 nαααα−  

 
 
Sei nji ≤≤ ,1  und ji ≠  
Für Kt ∈  sei 
 

)(
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1
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t

tE nnij ×∈
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Eine solche Matrix heißt Elementarmatrix. )(tEij  ist invertierbar und )()( 1 tEtE ijij −=−  
 
Es gilt nun 

)(tAEij )(),...,( 1 tEijn ⋅= αα  
 ),...,,...,( 1 nij t αααα +=  
 
Also gilt: 
Die Ausführung einer elementaren Spaltenoperation in A bedeutet Multiplikation von A mit 
einer Elementarmatrix von rechts. 
 
Im Beispiel (2) gilt also 

)1()1()1(),...,( 1221121 EEEn ⋅−⋅⋅αα   ),...,,( 12 nααα−= . 

ij=13, t=-1 ij=12, t=-2

ij=21, t=2/3 

0
0 i 

j 
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Analog betrachtet man elemtare Zeilenoperationen 
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

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Die Ausführung einer elemtaren Zeilenoperation bedeutet Multiplikation mit einer 
Elementarmatrix von links. 
 
 

(9.9) Schema zur Berechnung der inversen Matrix 
 
Sei )(KGlA n∈  invertierbar. 
Betrachte 

)(),( 2 KMatEA nnn ×∈ . 
 

Durch Ausführung von elementaren Zeilenoperationen kann A auf Diagonalgestalt gebracht 
werden, d.h. es gilt 
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odukt der zugehörigen Elementarmatrizen ist. 

selben Zeilenoptionen auf ),( nEA  an. Es entsteht dann die Matrix 
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0
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Beispiel: 









=
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A  
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
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
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(9.10) Definition 
 
Sei )(KMA nm×∈ . 
Die Dimension des Unterraumes von mK  der von den Spalten von A erzeugt wird heißt der 
(Spalten-) Rang von A. 
 
Offenbar gilt: 
Ist A die Matrix des Homomorphismus WV f→  bezüglich der Basen WV, , so gilt 

)(Rang)(Rang fA = , s.(7.9) 
 
Ebenso sei der Zeilenrang von A die Dimension des Unterraumes von nK , der von den 
Zeilen von A erzeugt wird. 
 
 

(9.11) Satz 
 
Für jede Matrix A gilt Spaltenrang (A) = Zeilenrang (A) 
 
Beweis: 
Sei WV f→  ein Homomorphismus.  
Gilt dann AfM =)(W

V  und BfM =)(
'

'
W
V

, so ist Spaltenrang (A) = Spaltenrang (B) 
= )(Bilddim f  
 
Also gilt: Ist )(KGlS n∈  und )(KGlT m∈ , so ist 
Spaltenrang (A) = Spaltenrang (T·A·S-1) 
(fasse T,S als Übergangsmatrizen auf) 
 
 
Es gibt nun invertierbare Matrizen S,T derart, dass 
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

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

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
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
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Also gilt Sp
 
Übergang z
 

( )−1 tt TAS

 
 
 
Mit demsel
Spaltenrang
Spaltenrang
⇒Behaupt
 

0
m

altenrang 

ur transpon










=

1
Ot

ben Schlus
 tA  = s 
 tA  = Zeil
ung 

s 

s 
0



(A) = s 

ierten Matrix 










0
1

 n
0

s gil

enra
 

0
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