WS 2001/02 Mathematik fur Informatiker — Lineare Algebra

89 Basistr ansfor mation

Sei K ein Korper, sai V ein n-dimensionaer K-VR.
SeéenV =(v,,..,V,) undV '=(v,,..,Vv,) Basenvon V.
Betrachte id, :V -V

S vi=) 5
i=1

Vi‘ = ZS« W,
k=1

(9.1) Lemma

(1) Esgilt (s,) =My (id,) und (s;) =M. (id,)
(2 (Skl) is;) =E,
3 M) (id,) =M (id,)™

Beweis:

Nach Definitionvon My (id,) hat man id, (v;) =v, as Linearkombination der

Basisvektoren (V,,...,V,,) zu schreiben.
Daher gilt My (id,) = (s;) . Ebenso M. (id, ) = (s;)
zu(2):
(s)ds) =My (id,)M/ (id,)
=M, (id, oid,) =M, (id,)
= En
siehe (8.10)

(3) folgt aus (1) und (2) g.ed.

Sei nun Wein m-dimensionaler K-VR. SeienW = (w,,...,w,) undW "= (w,
vonW, s V (1. W ein Homomorphismus.

Problem: Wie héngen My’ (f) und M". (f) zusammen?
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(9.2) Satz

(D) My (F) =My (idy,) M) (F)IM] (id )

(2) Sei v, :isﬂvi' und w :itklw[(
1< jén 1slk£1m
Sel S=(sj), T=()-
Danngilt MY (f) =T M}’ ()5

Beweis:
Nach (8.6) ist die rechte Seite der Gleichung (1) genau die Matrix

MY, (id,, o f oid,) =M. ()
(2) folgt aus (1) und Lemma (9.1)

(9.3) Korollar

Sei V[Id V ein Endomorphismus
Danngilt M!. (f) =SM) (f)(5™

Beweis:
Setzein(9.2) V=W,V =W ,V '=W"'
Danngilt S=T.

(9.4) Definition

Die Matrix M (id,) = (s;) heif¥ die Uber gangsmatrix von der BasisV zur BasisV .

Sei nunV Od. W ein Homomorphismus

Problem: Man finde BasenV vonV und W von W derart, dass M, (f) besonders einfach

ist.

SeiV =(v,..,V,) BasisvonV,W beliebige Basisvon W
VeV B T (), T(V,)

(1) S@ v;,...,v, eineBasisvon V derart, dass v;,...,v, eine Basisvon Ker(f) bilden.

0O --- 0
Dann hat M}’ (f) dieForm | : - 0

0 --- 0
H_J

r-mal

Seite -2 -



WS 2001/02

(2) Betrachte nun
f(v)=..=1(v,)=0

Behauptung:

Beweis:

Sei Yaf(v)=0

i=r+l
= f(zn:aiviJ=0
i=r+1

= Zn:avi OKer(f)

i=r+1

f (Vr+1)1"'! f (Vn)

f (V) T (V) Sind Lu. in W,

Mathematik fur Informatiker — Lineare Algebra

Day,,..,v, Basisistvon Ker(f) existieren a,,...,a, DK mit Y av, =) av,
=1

jéziaivi - iaivi
=

i=r+l

Dav,,..,v, Basisigt, folgt a, =...

= Behauptung

(3) Sa v,,...,V,,V,4,...,V,, Wie oben
f(V,41)s-o, T (v,) ist Teil einer Basisvon W

Sel W eineBasisvon W der Form w, = f(V,,,),-s W, = T(V,), W hpyeens W,

0 0 10 --- 0
: : 01 0
Danngilt M}’ (f) =] : : : S
: : 1
0 ... 0 000 0
— —
n-r
SaV 'S (Vg Vo ViV,
1 0O --- 0
1 0 :
Danngilt M}". (f) = " :
0 1
0 0O --- 0
H—/

Damit ist bewiesen:

i=r+l i=!

17T m
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(9.5) Satz

Sei V[II W ein Homomorphismus. Dann existieren Basen V von V und W von W derart,
dass
1 0O --- 0

My ()= : ‘|, wobei r+s=n

DasBild vonf hat die Basis w,,..., W, . Insbesondere gilt Rang(f) = s.

(9.6) Koroallar

Sei AllMat, . (K)
Dann existieren Matrizen SOGI (K) und TOGI, (K) derart, dass B:=T CA[S™ die Form

1 0 : :
: hat.
O 1 :
0 0O --- 0
Bewels:
Sé K" K™ der Homomorphismus mit ME ' (f) = A, wobei E ™ E ™ die

Standardbasisvon K" und K™ sei.
Esgibt BasenV von K" und W von K™ derart, dass

10 : :
MY (f) = :
O 1

O 0 - 0

Sé S=M!,(id,.), T=M", (id,.)
Danngilt TCAS™  =MY,, (id ) IME,) (f)IME 7 (id, )

10
O.'l
0

=My ()=
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(9.7) Definition

Sei ADMat,, (K) mit Spaten (a,,...,a,), wobel a, DK™

Der Ubergang zur Matrix A'=(a,,...a,; +ta,,a,,,....a,) heilt eementare
Spaltenoperation, hierbel ist i # j, tOK

(d.h. man addiert zur j-ten Spalte ein Vielfaches der i-ten Spalten)

(9.8) Beispiele

121 ij=13, t=-1 120 ij=12, t=-2 1 00
(1) A=|2 1 2|— ~—~> |21 0| — |2 -30
121 120 1 0 0

ij=21, t=2/3 1 0 O
— ~~—~»|0 -3 0
1 0 O

2 A=(ay,...a,) — > (a,,0,%0,,0d,,.,0,) " >~ (-a,,0,%0,,..,0,)
o (-a,,0,,a;,..,4,)

Sel 1<i,j<snundi# |
Fur tOK se i

1 .
0 t o
Eij (t) = .. O Matnxn(K)

Eine solche Matrix heif3 Elementarmatrix. E;(t) istinvertierbar und E; t*= E; (=)

Esgilt nun
AE; (t) = (ay,....a,,) LE; (1)
= (al""laj +ta| ,...,O’n)

Also gilt:
Die Ausfuhrung einer elementaren Spaltenoperation in A bedeutet Multiplikation von A mit
einer Elementarmatrix von rechts.

Im Beispiel (2) gilt also
(@y,...a,) IE, QE, (D E, (D) =(-a,a,..a,).
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Analog betrachtet man elemtare Zeilenoper ationen

o
B 5
A= 1 | 7 | BB
B, :
P

Die Ausfuhrung einer elemtaren Zeilenoperation bedeutet Multiplikation mit einer
Elementarmatrix von links.

(9.9) Schema zur Berechnung der inversen Matrix

Sa AUGI, (K) invertierbar.
Betrachte
(A E,) OMat,,,, (K).

Durch Ausfiihrung von elementaren Zeilenoperationen kann A auf Diagonal gestalt gebracht
werden, d.h. esgilt

wobei B das Produkt der zugehotrigen Elementarmatrizen ist.

Wende nun dieselben Zeilenoptionen auf (A E,) an. Es entsteht dann die Matrix

A O
BAE,) = B
o
Es gilt daher
/11_1 O
A= B
O ,1n‘1
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Beispidl:
12
A=
3 2
1210 1 2 10 1 0 _}/ y
2 /2
(3 2 0 1} T (o -4 -3 J/\"{o ~4 3 1}
1 0 -
= At= 2 %
0-}2 -3 1

%%

(9.10) Definition

Sei AOM,,. (K).

Die Dimension des Unterraumesvon K™ der von den Spalten von A erzeugt wird heift der
(Spalten-) Rang von A.

Offenbar gilt:
Ist A die Matrix des Homomorphismus V (011, W beziiglich der Basen V,W , so gilt
Rang(A) = Rang(f), s.(7.9)

Ebenso sei der Zeilenrang von A die Dimension des Unterraumes von K", der von den
Zeilen von A erzeugt wird.

(9.11) Satz

Fur jede Matrix A gilt Spaltenrang (A) = Zeilenrang (A)

Beweis:

Sei V[Id. W ein Homomorphismus.

Giltdann M’ (f)=A und M". (f) =B, soist Spaltenrang (A) = Spaltenrang (B)
= dimBild(f)

Alsogilt: Ist SOGI, (K) und TOGI, (K), soist
Spaltenrang (A) = Spaltenrang (T-A-S%)
(fasse T,S al's Ubergangsmatrizen auf)

Es gibt nun invertierbare Matrizen ST derart, dass
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Also gilt Spatenrang (A) =s

Ubergang zur transponierten Matrix

1
(S—l)t AL T = O n
O o
-
S

Mit demselben Schluss gilt:

Spaltenrang A' =s

Spaltenrang A' = Zeilenrang A

= Behauptung g.ed.
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