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88 M atrizen

Sei K ein Korper

(8.1) Definition

Eine mxn-Matrix mit Eintrégen in K ist ein Schema

Qs -e- 8,
(aij):(aij)ﬁijisfg = |
L2 RPN 2 S,
wobei a; 0K
Ay
OK™ heifd die k-te Spalte
ay
‘ von (a)

(a,.....a,) heifkt diel-te Zeile

Eine mxn-Matrix besteht aus n Spalten und m Zeilen.
Seien (a; ), (b, ) mxn-Matrizen
(aij)+(b|j):(a1j +b|j) , C[Qaij):(cmj)

Summe Skalares Vielfaches

= die Menge der mxn-Matrizen sind eéin VR der Dimensionm - n

Die Matrizen
j-te Spalte
¥
Oceeevnens 0
i-teZeille |[0---1---0 i ) .
0 bilden eéine Basis
Oceevenens 0

Mat, ., (K) =ale mxn-Matrizen
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(8.2) Definition

Sei (a; )OMat ., (K)
Sel b; == 4a;. Dann heil (bji <j<m dietransponierte Matrix von (aﬁ)

I<ism

mxn (

Bezeichnung: (b)) =(a;)'

Beispid:

10 2) _
2 31

N O -
P w N

Die Matrix eines Homomor phismus

V,Wseien VR mit Basen

Sei V[Id W ein Homomorphismus
f ist eindeutig bestimmt durch f (v,),..., f(v,), [ eindeutig Elemente a;, 0K :

f(v)=Y aw

Bilde die Matrix (a,) OMat,,, (K)

mxn (

(8.3) Definition

Die Matrix (a;) heif3t die Matrix von f bezlglich der BasenV (von V) und W (von W)

(a) =M (f)
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(8.4) Beispidle

1)(0)(0
SeE ={0||1}]]|0 ME':(f):(Z 1 Oj
0)\0)(1 01 -1

1) (2
fl [= [=w+w,
@ (0 1 o}

SeienVWU VR/K mit Basen

SdenV Il WII% U Homomorphismen

Problem Wasist M (go f)?

Essei (3,) =M ()
und sei (b,) =My, (9)

S fE)=daw . gw)=Y by,

= (g¢ f)(vj>=g(f(v,-»=g(§ajvviJ
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IZ(aijbki)Huk
(ibm,—jmk

i=1
= Sel ¢ ::zbkiaij
=)

Dann gilt (ckj )L]jksl =M, (go f)
<j<n

(8.5) Definition Matrixmultiplikation

Sei A=(a;)OMat,,,(K)
B =(b,)OMat, (K)
Dann heiflt B-A:= (Z b, -8, J das Produkt aus A-B
i=1

1<ksl|
I<j<n

(8.5.1) Beispiele

L 20 3 -2 -1
D (bki)::(_1 3 1] (a)=1 5 2
2 4 3

B ( 13+21+02  1(-2)+25+04  1(-1)+22+03 J B (
) =
3

(D 3+31+12 (-1)(-2)+35+14 (-1)(-1)+32+1

31 2 01
2 g=l2 1 f:(lloj
-1 1

2 21 10
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32+11  30+11  31+10 7 1 3
gof=| 22+11 20+11 21+10 | = |5 1 2
(-D)1+10 (-1)0+11 (-1)1+10 11 -1

1 2 3 1 2 3) . .
3 . nicht definiert
1 -10

1 -10

BN R

- 3

Die Definition der Matrixmultiplikation ist so gemacht, dass gilt:

(8.6) Satz

SeienV 4. W[I¥ U Homomorphismen, seienV, W, U BasenvonV, W, U
Dann gilt

MY (go ) =My (9)-My' (f)

(8.7) Satz

Seien f,, f, OHom, (V,W)
SeienV, W BasenvonV, W
Dann gilt
My (F,+ ) =M (1) + MY ()
M, (cCF,) =cM)’ (f,) wobei cOOK

Bewels:
Sei  (a)=M/ (f)
(b)) =My (f,)
= (f + f,)(v)) = f.(v;) + f,(v))
=i%w+imw
:i(aij +b|j)Wi

SMY(f+E) =(a, B ke

I<j<n
=My’ () + My (f,)
= 1.Behauptung (2.Behauptung anal og) g.ed.
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(8.8) Rechenregeln fir Matrizen

Sden AA,A OMat,,,(K)
B,B,,B, OMat,,, (K)
COMat,, (K)

Dann gelten:

(8 CBIA) =(CB)A

(b) (B, +B,)[A=B, [A+B,[A

(c) B{A+A,)=BLA +BLA,

(d) (BA) = A'[B'

Beweis:
A=(g) B = (by) C=(cy)

k=1 i=1 1<en
| m
zzzcskbkiaij
k=1 i=1
m |
= ([zcibkijaijJ =(CIB)[A
i=1 k=1
(b), (), (d) ahnlich g.ed.
(8.9) Satz
Sei V[Id. W ein Homomorphismus mit Matrix A=M," (f)=(a;)
Xy
Sei vOV mit Koordinaten | : | bezlglichV =(v,,...,V,).
Xn

Dann sind

Y1 X
{ : }: A[F : } die Koordinaten von f (v) beziiglich W.

Yn X

n

Beweis;

Esist V:ZXj v,
=1

= f(W=Yx (V) =Zn“(szajmvij
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i=1\_j=1
i %
:[Zaﬂij sind die Koordinaten von f (v). Diesist genau Al :
j=1

I<ism X

Se V=K", W=K" mit Standardbasen

a a,
Ist v=| : |,sosind| : | seine Koordinaten

a, a,

Sd A= (au)D Matmxn(K)

Der Homomorphismus K" (0. K™ der beziiglich der Standardbasis die Matrix A hat, heift
die Standardabbildung zur Matrix A.

X X
K" : — Al : |[OK"
Xn Xn
1 0 0
0
: 1 : 1 O
Sel E, =|: : = -~ |OMat,,, (K)
- 1 0 .

Se  AOMat,, (K)
= AE, = A
= E [A=A

E, heilt Einheitsmatrix vom Format nxn

Sel Veinn-dimensionaler VR uber K, sai (v,,...,v,) =V eneBasisvon V.
Dannist My (id,) =E,, daid, (v,) =v,
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(8.10) Endomor phismen

VI Vv
Sei Vein VR/K. End, (V) =Hom, (V,V)

Die Komposition o ist eine Verknupfung auf End, (V)

Es gelten:
(@) o ist assoziativ
(b) id,, of = foid, = f Of ,id, O End, (V)
(C) (g+h)of gof+hof
ho(g+f) hog+hof

Aber: gof # fog Il
Also: (End, (V),+,0) erfullen die Axiome (1.1) I-111, auRer dem Kommutativgesetz 11 (b).

Man sagt End, (V) bilden einen (nicht kommutativen) Ring.
Zusétzlich hat man die Skalar-Multiplikation f > cf .

Esqilt (gocf)=cl{ge f)
(cty)e f =cl{g-f)

Man sagt End, (V) ist eine K-Algebra.

(8.11) Quadratische Matrizen

Sei dimV =n,sa f OEnd, (V),V [ V
Im Hinblick auf Komposition ist es zweckméldig im Bildbereich von f (=V) undim
Definitionsbereich von f (=V) dieselbe Basis zu betrachten.

Danngilt M) (g ) =M\ (g) M} (f)

(8.12) Definition

Eine nxn-Matrix A heif3 invertierbar, wenn es eine Matrix B gibt, mit AIB=B[A=E,.
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Sei VenK-VR mit BasisV =(v,,...,V,)

(8.13) Satz

Folgende Aussagen sind aquivalent:
(1) Aistinvertierbar
(2) Ist f der Endomorphismusvon V mit M’ (f) = A, soist f ein Automorphismus

(3) Die Spalten von Asind |.u.
(4) Esexistiert eine Matrix Bmit A[B=E,
(4') Esexistiert eine Matrix Bmit BLA=E,

Beweis:
(1) = (2: Sel ABB=BIA=E,

Sei g der Endomorphismus mit M,/ (g) = B

= fog=go f =id,,da M, (id,)=E,

Umgekehrt: Sei B:=M, (f ™). Danngilt AIB=B[A=E,
()=@3): Sei ABB=BIA=E,

Seien a,,...,a, die Spalten von A

. X
Danngilt > xa; = Al
i=1 Xn
% X %
Sel Z0 = BOAQ: |= 0
XT] Xn Xn
X1 —
=>Al: [#0 =a,,..a, l.u
X

n

B)=(2: Seien a,,...,a, l.u.
=a,,..a, isteineBasisvon K"
= [ Endomorphismus g von K" mit g(a;) =€,

Sei f die Standardabbildung mit Matrix A = f(g,) = a
gof(e)=¢, = gof=id,
Umgekehrt fog(a;)=a;, = fog=id,

=g=f"
()= (4),(4'): daAbschwéachung

D= (2: Sel AIB=E,.Sel gUENnd, (V) mit M| (g) =B
= fog=id, = fistsurjektiv
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—figt bijektiv (vgl. Ubung 8)

(4)=(2): andog g.ed.

Die Matrix B mit A[B=B[A=E, wird mit A™ bezeichnet.

(8.14) Satz

Seien A B invertierbare nxn-Matrizen
Dannist A[B invertierbar und esgilt (AB)™" =B [A™

Beweis. ABB=B'[A=A[E, [A*=AA"=E, ged.

Die Summe von invertierbaren Matrizen ist nicht invertierbar.
Ainvertierbar = - A invertierbar
A+ (=A) =(0) nicht invertierbar

(8.15) Beispiele

/11
(1) Eine Matrix der Form A= O heif3t Diagonalmatrix.
A

n

Ainvertierbar < dle A,,...,A, %0
A 0

A_l

Dann gilt A™ =

S M =(g;) OMat,,,(K) mit Spdten a,...,a,
A O
=M =AU, A, [, A, [ar,)

0

1 3
@) A'{z 1)

BN P4
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a+3c=1 b+3d=0
2a+c=0 2b+d=1

(3) Eine nxn-Matrix heild nilpotent, wennesein r ON mit

O 0O 0 ---0
N'=NL..IN=(0) =] : :
%/_J
r-mal 0O -+ -« = 0
1 1 1 1 00 L .
= N ist nicht invertierbar
-1 -1)({-1 -1 00

Sa A=E,—-N.A Dannist Ainvertierbar.
(E,~N)(E,+N+N?+..+N™")=E -N"=E,

©
= (E,-N)"=(E, +..+N'™ vgl. geometrische Reihe (Analysis)

A%
(4) Eine Matrix der Form A= heil3 obere Dreiecksmatrix.
0 4
Aistinvertierbar < A,...,A, #0
Offenbar sind die Spalten von A l.u. fdls A,,...,A, Z0

Sa A= 0 )ll...)li_l;tO

= i-te Spalteist Linearkombination der ersten i —1 Spalten
= die Spatensind |.a
= Aist nicht invertierbar

(8.16) Satz

(a) Die Menge der Automorphismen von V (dimV =n) sind eine Gruppe.
(b) Dieinvertierbaren Matrizen sind eine Gruppe bzgl. «

Beweis;

(a) folgt aus(7.2)
(b) folgt aus (8.12) g.ed.
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(8.17) Bemerkung

Aut(v) - GL,(K)
f M, ()

Die Gruppe der invertierbaren nxn-Matrizen wird mit GL,(K) bezeichnet.
Sieheil¥ dielineare Gruppe.

Die Abbildung ist ein Isomorphimus von Gruppen.
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