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§8 Matrizen 
 
Sei K ein Körper 
 
 

(8.1) Definition 
 
Eine nm× -Matrix mit Einträgen in K ist ein Schema 
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( )ln1 ,, aal K  heißt die l-te Zeile 
 
Eine nm× -Matrix besteht aus n Spalte
 
 
Seien ( ) ( )ijij ba ,  nm× -Matrizen 
( ) ( ) ( )ijijijij baba +=+   , c ⋅

Summe   Sk
 
 

⇒  die Menge der nm× -Matrizen sind
 
 
Die Matrizen 
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(8.2) Definition 
 
Sei ( ) )(Mat Ka nmij ×∈  
Sei ijji ab =: . Dann heißt ( )

mi
mjjib

≤≤
≤≤

1
1  die transponierte Matrix von ( )ija  

 
Bezeichnung:  t
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Die Matrix eines Homomorphismus 
 
V,W seien VR mit Basen 
 ),...,( 1 nvv=V  , ),...,( 1 mww=W  
 
Sei WV f→  ein Homomorphismus 
 
f ist eindeutig bestimmt durch )(),...,( 1 nvfvf , ∃  eindeutig Elemente Kaij ∈ : 

 ∑
=

=
m

i
iijj wavf

1
)(  

 
Bilde die Matrix )(Mat)( Ka nmij ×∈  
 
 

(8.3) Definition 
 
Die Matrix )( ija  heißt die Matrix von f bezüglich der Basen V  (von V) und W  (von W) 
 

)()( fMaij
W
V=  
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(8.4) Beispiele 
 
(1) R3 →R2 
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(2) R2 →R2 
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Seien V,W,U  VR/K mit Basen 

),...,( 1 nvv=V  , ),...,( 1 mww=W   ,  ( 1u=U

Seien UWV gf →→  Homomorphismen 
 
Problem Was ist )( fgM oU

V ? 
 
Es sei )()( fMaij
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(8.5) Definition Matrixmultiplikation 
 
Sei  )()( KMataA nmij ×∈=  
 )()( KMatbB mlki ×∈=  
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(8.5.1) Beispiele 
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Die Definition der Matrixmultiplikation ist so gemacht, dass gilt: 
 

(8.6) Satz 
 
Seien UWV gf →→  Homomorphismen, seien V, W, U  Basen von V, W, U 
Dann gilt 
  )()·()( fMgMfgM W
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(8.7) Satz 
 
Seien ),(Hom, 21 WVff K∈  
Seien V, W  Basen von V, W 
Dann gilt 
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(8.8) Rechenregeln für Matrizen 
 
Seien )(Mat,, 21 KAAA nm×∈  
 )(Mat,, 21 KBBB ml×∈  
 )(Mat KC lr×∈  
Dann gelten: 
(a) ABCABC ⋅⋅=⋅⋅ )()(  
(b) ABABABB ⋅+⋅=⋅+ 2121 )(  
(c) 2121 )( ABABAAB ⋅+⋅=+⋅  
(d) ( ) ttt BAAB ⋅=⋅  
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(b), (c), (d) ähnlich      q.e.d. 
 
 

(8.9) Satz 
 
Sei WV f→  ein Homomorphismus mit Matrix )()( ijafMA == W
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Sei mn KWKV == ,  mit Standardbasen 
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Sei )()( KMataA nmij ×∈=  
Der Homomorphismus mfn KK →  der bezüglich der Standardbasis die Matrix A hat, heißt 
die Standardabbildung zur Matrix A. 
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Sei V ein n-dimensionaler VR über K, sei =),...,( 1 nvv
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(8.10) Endomorphismen 
 

VV f→  
Sei V ein VR/K. ),(Hom)(End VVV KK =  
Die Komposition o  ist eine Verknüpfung auf )(End VK  
 
Es gelten: 
(a) o  ist assoziativ 
(b) fidffid VV == oo   )(End, Vidf KV ∈∀  
(c) fhfgfhg ooo +=+ )(  

fhghfgh ooo +=+ )(  
 
Aber: gffg oo ≠  !!! 
Also: ),),(End( o+VK  erfüllen die Axiome (1.1) I-III, außer dem Kommutativgesetz II (b). 
 
Man sagt )(End VK  bilden einen (nicht kommutativen) Ring. 
Zusätzlich hat man die Skalar-Multiplikation fcf ⋅a . 
 
Es gilt )()( fgcfcg oo ⋅=⋅  
 )()( fgcfgc oo ⋅=⋅  
 
Man sagt )(End VK  ist eine K-Algebra. 
 
 

(8.11) Quadratische Matrizen 
 
Sei nV =dim , sei )(End Vf K∈ , VV f→  
Im Hinblick auf Komposition ist es zweckmäßig im Bildbereich von )( Vf =  und im 
Definitionsbereich von )( Vf =  dieselbe Basis zu betrachten. 
 
Dann gilt )()()( fMgMfgM V

V
V
V

V
V ⋅=o  

 
 

(8.12) Definition 
 
Eine nn × -Matrix A heißt invertierbar, wenn es eine Matrix B gibt, mit nEABBA =⋅=⋅ . 
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Sei V ein K-VR mit Basis ),...,( 1 nvv=V  
 

(8.13) Satz 
 
Folgende Aussagen sind äquivalent: 
(1) A ist invertierbar 
(2) Ist f der Endomorphismus von V mit AfM =)(W

V , so ist f ein Automorphismus 
(3) Die Spalten von A sind l.u. 
(4) Es existiert eine Matrix B mit nEBA =⋅  
(4') Es existiert eine Matrix B mit nEAB =⋅  
 
Beweis: 
(1) ⇔ (2): Sei nEABBA =⋅=⋅  
  Sei g der Endomorphismus mit BgM =)(V

V  
  Vidfggf ==⇒ oo , da nV EidM =)(V

V  
  Umgekehrt: Sei )(: 1−= fMB V

V . Dann gilt nEABBA =⋅=⋅  
(1)⇒ (3): Sei nEABBA =⋅=⋅  

Seien nαα ,...,1  die Spalten von A 
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(3)⇒ (2): Seien nαα ,...,1  l.u. 

⇒ nαα ,...,1  ist eine Basis von nK  
⇒ ∃  Endomorphismus g von nK  mit jj eg =)(α  
 
Sei f die Standardabbildung mit Matrix A jjef α=⇒ )(  

nKjj idfgeefg =⇒= oo )(  
Umgekehrt Vjj idgfgf =⇒= oo αα )(  

1−=⇒ fg  
 

(1)⇒ (4),(4’): da Abschwächung 
 
(4)⇒ (2): Sei nEBA =⋅ . Sei )(VEndg K∈  mit BgM =)(V

V  
⇒=⇒ Vidgf o  f ist surjektiv 
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⇒ f ist bijektiv (vgl. Übung 8) 
 

(4’)⇒ (2): analog        q.e.d. 
 
Die Matrix B mit nEABBA =⋅=⋅  wird mit 1−A  bezeichnet. 
 
 

(8.14) Satz 
 
Seien A,B invertierbare nn× -Matrizen 
Dann ist BA ⋅  invertierbar und es gilt 111)( −−− ⋅=⋅ ABBA  
 
Beweis: nn EAAAEAABBA =⋅=⋅⋅=⋅=⋅ −−−− 1111   q.e.d. 
 
Die Summe von invertierbaren Matrizen ist nicht invertierbar. 
A invertierbar ⇒  A−  invertierbar 

)0()( =−+ AA  nicht invertierbar 
 
 

(8.15) Beispiele 
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0
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(3) Eine nn× -Matrix heißt nilpotent, wenn es ein ∈r N mit 
















==⋅⋅=

− 00

0000
)0(.....

LLL

MM

L

43421
malr

r NNN  

 









=







−−

⋅







−− 00

00
11

11
11

11
  N ist nicht invertierbar 

 
Sei NEA n −= . A. Dann ist A invertierbar. 

{ n
r

n
r

nn ENENNNENE =−=++++− −

)0(

12 )...)((  

)...()( 11 −− ++=−⇒ r
nn NENE   vgl. geometrische Reihe (Analysis) 

 
 

(4) Eine Matrix der Form 










=A

λ
O

1

 heißt obere Dreiecksmatrix. 

A ist invertierbar ⇔ 0,...,1 ≠nλλ  
Offenbar sind die Spalten von A l.u

Sei 















=

+

−

i

i

A
λ

λ

λ

O

O

1

1

1

0
*
*
*

⇒ i-te Spalte ist Linearkombination
⇒die Spalten sind l.a. 
⇒  A ist nicht invertierbar 

 
 

 
(a) Die Menge der Automorphismen vo
(b) Die invertierbaren Matrizen sind ei
 
Beweis: 
(a) folgt aus (7.2) 
(b) folgt aus (8.12)  q.e.d. 
 

 

*




nλ
0
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. falls 0,...,1 ≠nλλ  















nλ

  0... 11 ≠−iλλ  

 der ersten 1−i  Spalten 

(8.16) Satz 

n V ( nV =dim ) sind eine Gruppe. 
ne Gruppe bzgl. •  
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(8.17) Bemerkung 
 

Die Abbildung 
)(

)()(Aut

fMf
KGLv n

V
Va

→
 ist ein Isomorphimus von Gruppen. 

Die Gruppe der invertierbaren nn× -Matrizen wird mit )(KGLn  bezeichnet. 
Sie heißt die lineare Gruppe. 
 


	§8 Matrizen
	(8.1) Definition
	(8.2) Definition

	Die Matrix eines Homomorphismus
	(8.3) Definition
	(8.4) Beispiele
	(8.5) Definition Matrixmultiplikation
	(8.5.1) Beispiele
	(8.6) Satz
	(8.7) Satz
	(8.8) Rechenregeln für Matrizen
	(8.9) Satz
	(8.10) Endomorphismen
	(8.11) Quadratische Matrizen
	(8.12) Definition
	(8.13) Satz
	(8.14) Satz
	(8.15) Beispiele
	(8.16) Satz
	(8.17) Bemerkung


