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§7 Homomorphismen 
 
Sei K ein Körper, seien V,W Vektorräume über K 
 

(7.1) Definition 
 
Ein Homomorphismus von V nach W ist eine Abbildung WV f→  derart, dass gilt 
(a) KcVwvwfvfwvf ∈∈∀+=+ ,,)()()(  
(b) )()( vfcvcf ⋅=⋅  
 
Bemerkung: 
(a) besagt, dass f ein Homomorphismus von (V,+) in (W,+) ist. (siehe §2) 
 
 

(7.2) Satz 
 
Seien V,W,U Vektorräume über K, seien WV f→ , UW g→  Homomorphismen. Dann ist 

fg o  ein Homomorphismus von V und U. 
Sei f ein Isomorphismus (d.h. bijektiver Homomorphismus), dann ist 1−f  ein 
Isomorphismus. 
 
 
Beweis: 
Seien Vwv ∈, , dann gilt 

))(( wvfg +o  ))(( wvfg +=  

  
))(())((

))(())((
))()((

wfgvfg
wfgvfg

wfvfg

oo +=
+=

+=
 

 
Analog: fgvfgcvcfg ooo ⇒⋅=⋅ ))(())((  ist Homomorphismus   
 
Sei f Isomorphismus, 1−f  bijektiv 
Seien Wyx ∈,  
zu zeigen: )()()( 111 yfxfyxf −−− +=+  
  )()( 11 xfcxcf −− ⋅=⋅  
genügt zu zeigen: ))()(())(( 111 yfxffyxff −−− +=+  
   ))(())(( 11 xfcfxcff −− ⋅=⋅  
 
Es gilt 
 yxyxff +=+− ))(( 1  und 
 ))(())(())()(( 1111 yffxffyfxff −−−− +=+ , da f Homomorphismus 
    yx +=  
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Analog  cxxcff =⋅− ))(( 1  
  cxxffcxfcf =⋅=⋅ −− ))(())(( 11   q.e.d. 
 
 

(7.3) Satz 
 
Sei gf ,  WV →  
Dann ist gf +  und fa ⋅ , Ka ∈  ein Homomorphismus 

))())((,)()())((( vfavfavgvfvgf ⋅=⋅+=+  
Sei ),(Hom WVK  die Menge der Homomorphismen von V nach W mit der Addition, 
Skalarmultiplikation ist ),(Hom WVK  ein Vektorraum über K. 
 
 
Beweis: 
Sei Vwv ∈,  

))(())((
)()()()(
)()()()(

)()())((

wgfvgf
wgwfvgvf
wgvgwfvf

wvgwvfwvgf

+++=
+++=
+++=

+++=++

 

 
Analog  ))(·())(( vgfcvcgf +=⋅+  
  ))(·())(·())(·( wfavfawvfa +=+  zeigt man analog 
  ))(··()·)(·( vfacvcfa =  
 

),(Hom WVK  ist ein Vektorraum 

 
fggf

hgfhgf
+=+

++=++ )()(
 

WV →∃ :0   mit ff =+ 0  für alle f 
WVf →−∃ :  mit 0)( =−+ ff  

))()(( vhgf ++  )())(( vhvgf ++=  

 
)))(((

))()(()(
)())()((

vhgf
vhvgvf
vhvgvf

++=
++=
++=

 

0
:0

av
WV →

 ))(0( vf +  )(0)( vvf +=  

   0)(0)( vfvf =+=  

)()(
:

vfvfv
WVf

−=−
→−
a       q.e.d. 
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(7.4) Beispiele 
 
(1) Sei nKV = , mKW =  

mn >  
),...,(),...,( 11 nn

mpn

aaaa
KK

a

→
 

⇒  p ist Homomorphismus, p heißt „Projektion“ 
),...,( 1 nbbw =  

),...,(),...,,()( 112211 mmnn bababababapwvp ++=+++=+  
),...,()),...,(( 11 nn bbpaap +=  

 
Analog )·,...,·(),...,(·)),...,·(( 111 mnn acacaapcaacp ==  
 

Durch Auswahl von m Koordinaten 







m
n

 verschiedene Projektionen 

 
 
 
 
 
 
 

(2) KK f→2

(),( aba a

 
21 ppf +=

 
(3) Sei V =dim

Sei fV →
(av a

wobei ,..( 1a

∑
=

=
n

i
iivav

1

 

⇒  f ist ein I
 
 

 
Seien V,W zwei
 
 
Beweis: 
Sei nvv ,...,1  Bas
Sei nww ,...,1  Ba
 

a

 
)b+  

  

n , und sei v1
nK  

),...,1 na  
)., na  die Koo

somorphismu

 n-dimensiona

is von V 
sis von W 

1

a

R²! R1
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abap a),(:1  bbap a),(:2  

nv,...,  eine Basis von V 

rdinaten von v bzgl. nvv ,...,1  sind, d.h. 

s von Vektorräumen 

(7.5) Satz 

le Vektorräume. Dann gibt es einen Isomorphismus WV h→ . 

2
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∃  Isomorphismen 

WKV gnf ←→   wobei ∑∑
==

==
n

i
ii

n

i
ii wbwvav

11
,  

),...,( 1 naav a  
 wbb n ←),...,( 1  
 

fgh o1: −=⇒  ist Isomorphismus. Es gilt: 

11 )0,...,0,1( wv g←→ , also 2211 , wvwv aa , usw. 
 
 
 
(4) Sei Kc ∈   

vcv
VV c

·a

→ τ

 ist Homomorphismus, da cwcvwvc +=+ )·(  und )()( cvaavc =  

Es ist Vc idc·=τ  
 

Sei WV f→  ein Homomorphismus, seien Vvv r ∈,...,1  und Kcc r ∈,...,1 . Dann gilt 
 

∑∑
==

=






 r

i
ii

r

i
ii vfcvcf

11

)(· . Es gibt nämlich 

∑∑
==

=






 r

i
ii

r

i
ii vcfvcf

11

)(   (Induktion über r) 

  ∑
=

=
r

i
ii vfc

1
)(·  

 
 
Sei WV f→  Homomorphismus 
 

(7.6) Definition 
 

{ }0)(::)(Ker =∈= vfVvf  heißt der Kern von f. 
 
 

(7.7) Satz 
 
(a) )(Ker f  bzw. )(Bild f  sind Untervektorräume von V bzw. W 
(b) äquivalent 

(1) f ist injektiv 
(2) )0()(Ker =f  

 
 
Beweis: 
zu a) 

)(Ker0 fV ∈
r

 da WVf 0)0(
rr

=  
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Seien WWWwfvfwvffwv 000)()()()(Ker,
rrr

=+=+=+⇒∈  
)(Ker fwv ∈+⇒  

 
Sei Kc ∈  WWcvfcvcf 00·)(·)·(

rr
===  

 )(Ker f⇒  ist Untervektorraum 
 )(Bild0 fW ∈

r
 

 
Sei )(Bild)·()(·),(Bild)(),( fvcfvfccxfwfyvfx ∈==∈==  
 )()( wfvfyx +=+⇒  
  )(Bild)( fwvf ∈+=   )(Bild f⇒  ist Untervektorraum 
 
zu b) 
f ist Homomorphismus von Gruppen 
Aus (2.16) (a) folgt die Behauptung   q.e.d. 
 
 

(7.8) Dimensionsformel 
 
Sei nV =dim , sei WV f→ ein Homomorphismus, dann gilt: 
 Vff dim)(Bilddim)(Kerdim =+  
 
 
Beweis: 
Sei kvv ,...,1  eine Basis von )(Ker f  
Ergänze sie zu einer Basis nkk vvvv ,...,,,..., 11 +  von V 
Sei )( ii vfw =  für nik ≤≤+1  
 
Behauptung: nk ww ,...,1+  ist Basis von )(Bild f  
Sei )(Bild)( fvfx ∈=  

Sei ∑∑∑
+===

==⇒=
n

ki
ii

n

i
ii

n

i
ii vfavfavfvav

111
)()(·)(  

 ( ) niki

n

ki
ii wwa ≤≤+

+=

⇒= ∑ 1
1

 ist Erzeugendensystem von )(Bild f  

Sei )(Ker0
11

fvawa
n

ki
ii

n

ki
ii ∈⇒= ∑∑

+=+=

r
 

∑∑
=+=

=∈∃⇒
k

i
ii

n

ki
iik vavaKaa

11
1 :,..., , da kvv ,...,1  Basis für )(Ker f  

0......

0

11

1 1
r

r

=====⇒

=−⇒

+

+= =
∑ ∑

nk

n

ki

n

i
iiii

aaa

vava
 

nk ww ,...,1+⇒  l.u. 
knf

kf
−=

=⇒
)(Bild

)(Ker
  

Behauptung
dim)(

⇒
==−+ Vnknk

 
q.e.d. 
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(7.9) Definition 
 

))(Bilddim( f  heißt auch der Rang von f. 
 
 

(7.9.1) Korollar 
 
Sei mn KKf →:  ein Homomorphismus 
  nKf n =≤⇒ dim))(Bilddim(  
 
Ist nm > , so ist f nicht surjektiv 
Ist nm < , so ist f nicht injektiv 
 
(da mKf m =≤ dim))(Bilddim( . Wäre f injektiv 
 mnff >=⇒=⇒ )(Bilddim)0()(Ker  ! ) 
 
 

(7.10) Satz 
 
Sei nV =dim , sei nvv ,...,1  eine Basis von V, sei W ein VR, seien nww ,...,1  beliebige 
Vektoren in W. 
Dann existiert genau ein Homomorphismus WV f→  mit jj wvf =)(  , nj ≤≤1  
 
Beweis: 
• Existenz 

Sei Vv ∈   :,...,1 Kaa n ∈∃  

 ∑
=

=
n

j
jjvav

1
 und die ja  sind eindeutig bestimmt 

Setze 

 ∑ ∑
= =

==
n

j

n

j
jjjj wavfavf

1 1
)(:)(  

Hierdurch ist eine Abbildung WV f→  wohldefiniert. 
 
Behauptung: f ist ein Homomorphismus 

Seien Vwv ∈, , sei ∑∑
==

==
n

j
jj

n

j
jj vbwvav

11
,  

∑
=

+=+⇒
n

j
jjj vbawv

1
)(  

∑ ∑∑
= ==

+=+=+⇒
n

j

n

j
jjjj

n

j
jjj wbwawbawvf

1 11
)()(  

     )()( wfvf +=  
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Analog: )()( vfcvcf ⋅=⋅  ⇒  Existenz 
 

• Eindeutigkeit 
Sei WV g→  ein Homomorphismus mit jj wvg =)(  
 

fg −⇒  ist Homomorphismus mit 0))(( =−=− jjj wwvfg  
gffgVfg =⇒=−⇒=−⇒ 0)(Ker     q.e.d. 

 
 

(7.11) Beispiele 
 
(1) 23 KK →   R=K  

 








−

































































1
1

,
1
0

,
1
1

1
0
0

,
0
1
0

,
0
0
1

a  

 









++

−
=







−
⋅+








⋅+








⋅
















⋅+
















⋅+
















⋅=

















cba
ca

cbacba
c
b
a

1
1

1
0

1
1

1
0
0

0
1
0

0
0
1

a  

 
 

(2) R2 →R2 
 









−
+

→







ba
ba

b
a

2
23

 

 

• 







−
























1

2
,

2
3

1
0

,
0
1

a  

• 































0
7

,
1
5

2
1

,
1
1

a  

 
 

(3) V=R3  ,  W=R2 
 
e1, e2, e3 Standardbasis 
 
Sei f der Homomorphismus 

 







=








=








=

1
0

)(,
1
2

)(,
1
1

)( 321 efefef  

 
Was ist )(Ker f ? Diese Frage bedeutet: 
Wann ist 0)( =vf ? 
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Sei 







=








⋅+








⋅+








⋅
















=

0
0

1
0

1
2

1
1

cba
c
b
a

v a  

 

   
0

02
=++

=+
⇒

cba
ba

 

   cacbKc 2,, −==∈⇒  
 































−
⋅=⇒

1
1
2

)(Ker cf   1)(Kerdim =f  , 2)(Bilddim =f  

 
 
 
Bezeichnung: 
Homomorphismus = lineare Abbildung 
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