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§7 Homomor phismen

Sei K ein Korper, seien V,W V ektorraume Uber K

(7.1) Definition

Ein Homomor phismus von V nach Wist eine Abbildung V (1. W derart, dass gilt
@ fv+w)="f(v)+f(w) Ov,wOV,cOK
(b) f(c¥)=clf(v)

Bemerkung:
(a) besagt, dass f ein Homomorphismus von (V,+) in (W,+) ist. (siehe 82)

(7.2) Satz

Seien V,W,U Vektorraume iber K, seien V 11 W, WO U Homomorphismen. Dann ist
go f ein Homomorphismusvon V und U.

Sei f ein Isomorphismus (d.h. bijektiver Homomorphismus), dann ist f™ ein
Isomorphismus.

Bewels:

Seien v,wV , dann gilt

(go f)(v+w) =g(f(v+tw)
=g(f(v)+ f(w)
=g(f(v)+g(f(w)
=(ge f)(v) +(ge f)(W)

Analog: (go f)(c¥)=cl{geo f)(v) = go f ist Homomorphismus

Sei f Isomorphismus, f ™ bijektiv
Seien x,yOW
Zu zeigen: f i x+y)=f1 X))+ f(y)
f(cX) = c OF ()
genlgt zu zeigen: f(f Y (x+y)=f(f(x)+ f(y)
f(f (cx) = f(cF (X))

Esdilt
f(f*(x+y))=x+y und
f(F1(x) + f(y)) = F(Ff2(x)+ f(f (y)), daf Homomorphismus
=X+y
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Anaog f(f *(cx)) =cx
f(cTF (%)) = ¢ OF (f (X)) = cx g.ed.
(7.3) Satz

Dannist f +g und aldf , aldK ein Homomorphismus

((f +g)(v)=f(v)+a(v) , (alf)(v)=alf(v)

Se Hom, (V,W) die Menge der Homomorphismen von V nach W mit der Addition,
Skalarmultiplikation ist Hom, (V,W) ein Vektorraum uber K.

Bewels:

Sei v,wOV

(f +g)(v+w)=f(v+w)+g(v+w)
= f(v) + f(w) +g(v) + g(w)

= f(v) +g(v) + f(w) +g(w)
=(f+9)(W) +(f +9)(w)

Analog (f +g)(cly) =c(f +9g)(v)
(a-f)(v+w) =(a-f)(v)+(a-f)(w) zeigt man analog
(a-f)(cv) =c(a-f)(v)

Hom, (V,W) ist ein Vektorraum
(f+g)+h="1+(g+h)

f+g=g+f

0:V - W mit f +0=f firalef
O0-f:V - W mit f +(-f)=0
((f +g)+h)(v) =(f +g)(V)+h(v)

=(f(v) +g(v)) +h(v)

= f(v) +(g(v) +h(v))

=(f +(g+h)(V)
oV - W B

Vs 0 (f+0)(v) =f(V)+0)
=f(v)+0 = f(v)0

-f:vV W

Vio f(=v) =—1(v) g.ed.
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(7.4) Beispiele

(1) SeV=K",W=K"
KOs K™
(a,...a,)— (a,..,a,)
= pist Homomorphismus, p heifdt , Projektion”
w=(by,...,b,)
p(v+w) = p(a, +b,a, +b,,...,a, +b,) =(a, +b,...a, +b,)

= p((a,-a,)) + p(by,....0,)

n>m

Analog p(c(a,,...,a,)) =c-p(a,...,a,) = (ca,,...,ca,)

n
Durch Auswahl von m Koordinaten ( ) verschiedene Projektionen

m
a
R2> R*
a2
(2) K2 K
(a,b) = (a+b)
f=p+p, p:(ab)—a p,:(ab)—b

(3) Sei dimV =n,undsei v,,...,v, eineBasisvonV
Sei v K"
Ve (a,....a,)
wobei (a,,...,a,) die Koordinaten vonv bzgl. v,,...,v, sind, d.h.

V= iaivi
i=1

= fist ein Isomorphismus von Vektorraumen

(7.5) Satz

Seien V,W zwei n-dimensionale Vektorrdume. Dann gibt es einen Isomorphismus V I W .

Beweis:
Se v,...,Vv, BasisvonV

Sel w,,...,w, Basisvon W
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O Isomorphismen
VL K"dw w wobel v=>"av,, w=)> bw,
i=1 i=1

Ve (@,8,)

(byrb,) — W

= h:=g™o f ist Isomorphismus. Esgilt:

v > (10,00 £ W, ggp Vi P> WLV, 5 W, USW,

(4) Sei cOK
Vv O3
Vi CV
Esist 7, = cid,

ist Homomorphismus, da c-(v+w) =cv+cw und c(av) = a(cv)

Sei VI W ein Homomorphismus, seien v,,...,v, OV und c,,...,c, JK . Dann gilt

Sei V I, W Homomorphismus

(7.6) Definition

Ker(f):={vOV: f(v) =4 heiRt der Kern von .

(7.7) Satz

(@ Ker(f) bzw. Bild(f) sind Untervektorraume von V bzw. W
(b) &quivaent

(1) fistinjektiv

(2) Ker(f)=(0)

Bewels:
ZU a)
0, OKer(f) da f(0,) =0,
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Seien v,wOKer(f)= f(v+w) = f(v)+ f(w) =0, +0, =0,
= v+wlKer(f)

Sei cOK f(cv) =c-f(v) =c0,, =0,
= Ker(f) ist Untervektorraum
0,, OBild(f)

Sel x=f(v),y= f(w)OBild(f),cx=c-f(v) = f(cv)OBild(f)
= x+y=1f(v)+ f(w)

= f(v+w)OBild(f) = Bild(f) ist Untervektorraum
Zu b)
f ist Homomorphismus von Gruppen
Aus (2.16) (a) folgt die Behauptung g.ed.

(7.8) Dimensionsfor mel

Sei dimV =n,sei V I W ein Homomorphismus, dann gilt:
dimKer(f)+dimBild(f) =dimV

Bewels:

Sel v,,...,V, eneBasisvon Ker(f)

Erganze sie zu einer Basis v,,...,V,, V4 ..., V,, YOn'V
Sei w, = f(v;) fir k+1<i<n

Behauptung:  w,,,,...,W, ist Basisvon Bild(f)

Sei x= f(v)OBild(f)

Seiv=Yav=fM=)a-f(v)=Yafy)
i=1 i=1

i=k+1

= > aw = (W),,...., ist Erzeugendensystem von Bild(f)
i=k+1

Sei iaiwi =0= iaivi OKer(f)

i=k+1 i=k+1
n k
= Da,..,a, OK: Y av, => av,,dav,,..,V, Basisfir Ker(f)
i=k+1 i=1
= > av,-Yav, =0
i=k+1 i=1
—a=..=a,=.=4a =0
= Ker(f) =k k+(n-k)=n=dimV
= Wy iqyeens W, LU _
Bild(f) =n-k = Behauptung

g.ed.
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(7.9) Definition

dim(Bild( f)) heil3t auch der Rang vonff.

(7.9.1) Korallar

Sei f:K" - K™ ein Homomorphismus
= dim(Bild(f))<dim K" =n

Ist m>n, soist f nicht surjektiv
Ist m<n, soist f nicht injektiv

(da dim(Bild(f)) <dim K™ =m. Wéref injektiv
= Ker(f)=(0) = dimBild(f)=n>m »)

(7.10) Satz

Sei dmV =n, s& v,,..v, ene Basis von V, sei W ein VR, seien w,,...,w, Dbeliebige
Vektorenin W.
Dann existiert genau eéin Homomorphismus V 4. W mit f(vi)=w, ,1<j<n

Beweis:
« Existenz
Se vV Ca,,...,a, 0K

V= Zn:ajvj und die a; sind eindeutig bestimmt
Setze -

f(v) ::i;‘aj f(v)) :i;ajwj
Hierdurch i;t_ eine Abbildll;ng VvV Od, W wohldefiniert.

Behauptung: f ist ein Homomorphismus
Seien v,wOV ,sel v=>ayv,, w=) by,
j=1

=1

=V+W=> (a +b,)V,

j=1

= f(v+w) =D (a, +b)w, =D aw, +> bw,
i=1 j=1 j=

= f(V)+ f(W)
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Analog: f(cy) =clT(v) = Existenz

» Eindeutigkeit
Sei VO W ein Homomorphismus mit g(v;) =w;

= g - f ist Homomorphismus mit (g - f)(v;) =w, -w; =0
> Ke(g-f)=V =g-f=0 = f=g g.ed.

(7.11) Beispiele

() K3 5 K? K=R
1)(0)\(O
1)(0) (-1
oG
1)(1)1 1
0)\0/(1
a 1 0 0 1 0 -1 a-c
bi{=allO|+b1 [+cl0| —~» a +b +cC =
1 1 1 a+b+c
c 0 0 1
(2) R* - R?

(3) V=R® , W=R?
€1, &, 63 Standardbasis

Sei f der Homomorphismus

2 0
f(el)=@ , f(e2)={1j , ”%):m

Wasist Ker(f)? Diese Frage bedeutet:
Wannist f(v)=07?
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) 1 2 0 0
Sev=|b| » a +b +cC =
1 1 1 0
C
a+2b=0
=
a+b+c=0
=clOK ,b=c ,a=-2c
-2
= Ker(f)=<scll 1 dmKer(f) =1 , dimBild(f) =2
1
Bezeichnuna:

Homomorphismus = lineare Abbildung
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