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86 Lineare Abhangigkeit und Basen

Sei V ein VR (=Vektorraum) Uber dem Korper K

(6.1) Definition

V heift endlich erzeugt (Uiber K), wenn es eine endliche Familie (v, )
dass ((V;).uern) = Vgilt.

I<ism

inV gibt, derart,

(6.2) Lemma

Sei (v,),, €ineFamilieinV

Folgende Aussagen sind aquivalent:

a Aus > av =0folgta, =0 0i
iol

b) Ausv=>av, =) by folgt a =b i

iol ol

Beweis:

c (@=>(b)
Sei Zaivi :zblvi
32(31 —-b)v, =0

—a =h 00Ol

* (b=>(3
2.y :6:_20@4

—=a =0 [i g.ed.

(6.3) Definition

Die Familie (v,)
Andernfals heil sielinear abhangiq (l.a.)

.o, heifdt linear unabhangig (I.u.), wenn sie die Bedingungen (6.2) erflllt.
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(6.4) Beispiel
1 1 1
(1) v,=|2 v, =0 v, =1 OR?®
3 1 0
1 1 1 0
Sa all2|+bO|+c1|=|0
3 1 0 0
a+b+c=0 a+b+c=0
= 2a+c=0 [-1.Gl a-b=0 | +3.Gl.
3a+b=0 3a+b=0
= 4a=0 = a=0, b=0, c=0
= V1, Vo, V3 Sind |.u.
1 4 7
@ v,=|2 vV, =|5 v; =|8
3 6 9

= Vi, Vo, V3 Sind l.a
ESg”t aLIChVZ—V]_—(Vg—Vz) =2—-Vi—V3=0

3 (0)istl.a 10=0
Ist v#0, soist (V) l.u.
Dennsd alV=0und a#0 = O=a*(al¥)=1W=vz0 W~

(4) Sei (v,)., Teilfamilievon (v,), dh. JO1
Ist (v,),, l.u,soist (v,), I.u.

i0J

(6.5) Definition

Eine Familie (v;),, heift eine Basisvon V (iiber K), wenn sie zugleich |.u. und ein
Erzeugendensystem von V ist.
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= Jeder Vektor vV ist eindeutiq darstellbar als v=>"av,

iol

(6.6) Satz

Sel V ein eindeutig erzeugter VR, sei (v,,...,V,,) €n Erzeugendensystem und sei (0.E. nach
eventueller Umnummerierung) (v,,...,v,) einemaximalel.u. Teilfamilie. Dannist (v,,...,V,)
eine Basisvon V.

Beweis:
Idee: zeige, jeder Vektor v, ,,...,V,, ist Linearkombination von v;,...,V,

* Ist n=m soist nichts zu zeigen
e Sen<m

(Ve Vo, Vo) JAsism-nistla

n+i

n —
= M,...,a,,a: » av, +aly,, =0 a;a nichtale0
i=1

Wéare a=0, soware (v,,...,v,) l.a ¥
=a#0
1 n
= -a DZajvj =V,
j=1

=V, 0(v,..V,) 1<i<m-n

= (Ve V) =V g.ed.

0

V3 =Vi+ Vo = 1

j ist Basisvon R?

Vo =V3—V; =

1). } )
L ist Bassvon R

V1 =V3—\Vy =

O O+~ O Bk

1). } )
L ist Bassvon R

Jeder endlich erzeugte VR besitzt eine Basis.
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(6.7) Steinitzscher Austauschsatz

Se (v,...,V,) eineBasisvonVund sa (w,,...,w._) einel.u. Familie.
Dannist m< n und es gibt n-m Vektoren unter den v,,...,v, diezusammen mit w,,...,w,,
eine Basisvon V bilden.

Beweis:
Induktion Uber m
LA.m=1 (w)lu = w#0

(B,..a,0K: w,=>av, Oy :a #0

i=1
0.E. a, # 0 (eventuell umnummerieren)

:>v1:al_l{wl—ZaiviJ:vlD(Wl,vz,...,vn>
i=2
= W,V,,...,V, ist Erzeugendensystem von V

Sei b, +va =0

i=2

:bDZaN +va. =

:ba1v1+Z(ba+b.)vi =0

i=2

az0=>b=0=b,=..=b, =0= (W,V,,...,Vv,) l.u

LV.Sa (W,..., W,V 5e-0 V) €IN€BasisvonVund sei (w,,...,w,,,w..,,) l.u.
Ware m=n = (W,,...,w,,) ist BasisvonV

= W, ist Linearkombination von w;,...,w,,

= W,,.., W, istl.a #
= m<n = m+l<n
a,..., Za1w + Za1v
i=m+1
|.S. Wéare a,,, =...=a, =0, soware w,,...,w,,,, l.a

=0: m+l<isn , a =0 ,0Ea

m
_ -1
= Vi1 = Qi (Wmﬂ - Za'lvvlj
i=1

= (Wp,eees W, W1, Vo0 V) 1SE Erzeugendensystem von V

m+1

Sei wa + vai =0

i=m+2

:;qu +bm+1(Za1w+Za J va—

i=m+1 i=m+2

0

m+1
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m

= Z (bl + bm+1a1' )VVI + bm+1 |}‘mﬂ |]/m+1 + z (bl + bm+1a1' )Vi = O

i=1 i=m+2

= Db+b,a=0 J1<i<m

bm+1 (&, =0 y8ny # 0

b +b,.a =0 ,m+2<is<n
=b,.,=0 =b,..,b,=
= (Wyyeeey Wiigs Vo vees V) ISt Basisvon'V

(6.8) Korollar

Sa (V... V,) LuinV
Dann kann (v,,...,v,,) zu einer Basis erganzt werden.

(6.8.1) Korollar

Seien (v;,...,V,) , (W,,...,w,,) BasenvonV. Dannist m=n.

n

Alle Basen von V haben dieselbe Anzahl von Elementen.

Beweis:
Aus(6.7) folgt m<snund n<m

(6.9) Definition

Die Zahl n heif’ die Dimension von V, n =dimV

(6.10) Korollar

Sei n=dimV .Dannsindje n+1 VektoreninVl.a

Beweis:

Die Aussage m<n in (6.7)
dim({g)=0 g.ed.
Beispid:

dm(K") =n

10....,0),(01,...,0),...,(0,...,0,)) bilden eineBasis. (e,,...,€e,) heil3 die Standardbasis.
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(6.11) Satz

Sel U OV einUntervektorraumund sei dimV =n.
Dannist U endlich erzeugt und dimU < n.
dmU =n = U =V . Ferner lasst sich jede Basis von U zu einer Basis von V erganzen.

Bewels:

Sei uy, ..., Up eine maximale l.u. Familiein U (existiert, da m< n sein muss (6.7)).
Sei ugju

= U, ..., Uy, Uistl.a

= Oa, &y, ..., anJ K nicht dle= 0 mit alli+» au, =0
i=1

Wéare a=0,sowarea; =...=an =0, dauy; l.u.

=a#%0

m

= u=-a'[) au = U, .., Uyist Basisvon U.
i=1

Ist m=n, soist uy, ..., Uy €ne Basisvon V

=>U=V
Sei vy, ..., Vp éine Basisvon V (ﬁ) 0.E. uy, ..., Un, Vis1 , ...y, VniSt Basisvon V. g.ed.
Beispiel:
1) V=R®* Nullpunkt + UVR
Gerade.~ UVR dim=1 (durch «)
A
€
>
€

2) V=R® Nullpunkt + UVR
Gerade .~ UVR (durch »)
Ebene (] UVR (durch )

3) V=K"hat asBass g =(10....,0), &, =(01...,0), e, =(0,0,...,1) heif}t Standardbasis
desK".

4) Sd v,,...,V, eéneBasisder VRV, sei vV

v=>ay, alJK eindeutig
i=1

(a,--»a,) K" heilen die Koordinaten von V bzgl. v,,...,V,
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V=(a,..,a,) v+w=(a +hb,...,a,+b,)
W=(b,..b)[  c=(c,..ciV)

vV o K"

ist bijektive Abbildung (sogar ein | somor phismus)
Ve (a,..,a,)

Betrachte:

o)

2
* hat bzgl. e, e, die Koordinaten (3

3
* hat bzgl. e, e, die Koordinaten (2

1\ (2 4
* hat bzgl. (J(J die Koordinaten _ )

Die Koordinaten sind abhangig von der Wahl der Basis.

Seien U,W Untervektorraumevon V, Ven VR

(6.12) Definition

U +W:={u+w:u0U,wOW heiR} die Summe von U und W,

Allgemeiner: sai (V; ), eine Familievon UVR von V. Dann heif}t YV, = {Zvi V. D\/i}
iol iol
die Summe der V;.

(in > v, nur endlichviele v, # 0)

iol

(6.13) Satz

Z\/i ist ein UVR von V. Er ist der kleinste UVR, der samtliche V, enthdt., d.h.

ial

> =y

iol iol
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Beweis:
Sel W:=>V,
ial
00OW,da0=>0und 00V,
iol
Seien u,vOW,cOK
u=>u ,v=>v Lv,u 0V
iol ial
=u+v=>Y(u +v,) ,cly=)cly OW
ol (nl|
= Wist UVR
V. OW.Se WOV UVRmit VvV, OW' [
vOW,v=>'v, =vOW', daallev, OW' sind
iol

=Wiow g.e.d.

(6.14) Satz

Sei U,WUVR von V. Dann sind aquivalent:
(1 Unw={d
(2) Jeder Vektor vUOU +W hat eindeutige Darstellung v=u+w ,ud0U,wOW

Beweis:
(1) =>(2
Sa v=u+w=u+w uu'dyu, wwiIwW
Su-u=w-w 0OUnW={d
=u =w

=u=u,w=w

(2 =>(1) ) o
Sei uJU nW. Dannhat O dieDarstellung 0=0+0=u+(-u) = u=0
= Behauptung g.ed.

(6.15) Definition

Die Summe U +W heift direkt, wenn U n W ={¢ .
Bezeichnung: U OW statt U+W.

Seien U,Wbeliebige VR. Sei U OW ={(u,w): uDU,wOW
Addition

Skalarmultiplikation } komponentenweise

U OW heifdt die (aul3ere) direkte Summe von U und W.
U':{(u,O):uDU} W'={(0,w):wDV}’
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Esist U+W'=U OW und die Summeist direkt, U'nW'={¢

(6.16) Dimensionssatz

Sei V n-dimensionaler VR, U,W 0OV seien UVR. Dann gilt:
dim(U +W) =dim(U) +dim(W) —dim(U n W)

Beweis;

UnW

Sel v,...,V, eéneBasisvon U nV, ergdnzesiezu Basen v,...,V, ,U,;,...,U,
Ve Vs Wyyg yees W,

S

von U bzw. W (Satz 6.11)

dmU =r
dmwW =s
dmU nW =k

Behauptung:
Vi e Vi Uy ooy Uy, Wy, Wy ISt Basisvon U +V

Sie sind Erzeugendensystem, da sie U und W erzeugen.

Siesindl.u.
k r S
Sei azzaivi + 2 bu + > cw
i=1 i=k+1 i=k+1
[my} ow
S S k
= > cw OUnW = OK: Y cw =) dv,
i=k+1 i=k+1 i=1
k S
=>dv,->cw =0
i=1 i=k+1
=Cy =..=C,=0=d, =...=d,

=a,..a,0,,..,b =0 ,da(v),(y)) Basissind

(6.17) Beispie

Sei V der R-VR der FolgeninR
Vektoren := Folgen (a,)

ncN

Seite -9-



WS 2001/02 Mathematik fur Informatiker — Lineare Algebra

o e

v =(100.,...

vi™ sind |.u.
v =(010.,...

D> a v =(ay,a,,..)=0=2a,=0 Om
MmN

v(™ sind keine Basis! Der erzeugte UVR ={(a,,a,,...): a,, =0f.f.an}
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