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§6 Lineare Abhängigkeit und Basen 
 
Sei V ein VR (=Vektorraum) über dem Körper K 
 
 

(6.1) Definition 
 
V heißt endlich erzeugt (über K), wenn es eine endliche Familie ( ) miiv ≤≤1  in V gibt, derart, 
dass ( ) miiv ≤≤1  = V gilt. 
 
 

(6.2) Lemma 
 
Sei ( ) Iiiv ∈  eine Familie in V 
Folgende Aussagen sind äquivalent: 
a) Aus ∑

∈
=

Ii
iiva 0

r
 folgt iai ∀= 0  

b) Aus ∑ ∑
∈ ∈

==
Ii Ii

iiii vbvav  folgt iba ii ∀=  

 
Beweis: 
• (a) => (b) 

Sei ∑ ∑
∈ ∈

=
Ii Ii

iiii vbva  

Iiba

vba

ii

Ii
iii

∈∀=⇒

=−⇒∑
∈

0)(
 

 
• (b) => (a) 

ia

vva

i

Ii
i

Ii
ii

∀=⇒

⋅== ∑∑
∈∈

0

00
r

 

 
 

(6.3) Definition 
 

Die Familie ( ) Iiiv ∈  heißt linear unabhängig (l.u.), wenn sie die Bedingungen (6.2) erfüllt. 
Andernfalls heißt sie linear abhängig (l.a.) 
 
 
 
 
 
 
 

q.e.d. 
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(6.4) Beispiel 
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⇒  04 =a   ⇒  0,0,0 === cba  
⇒  v1, v2, v3 sind l.u. 
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⇒  v1, v2, v3 sind l.a. 
Es gilt auch v2 – v1 – (v3 – v2) = 2v2 – v1 – v3 = 0 
 

(3) ( )0
r

 ist l.a.  001
rr

=⋅  
Ist 0

r
≠v , so ist (v) l.u. 

Denn sei 0
r

=⋅ va  und 0≠a  ⇒  01)(0 1
rr

≠=⋅=⋅= − vvvaa  ! 
 

(4) Sei ( ) Jiiv ∈  Teilfamilie von ( ) Iiiv ∈  d.h. IJ ⊆  
Ist ( ) Iiiv ∈  l.u., so ist ( ) Jiiv ∈  l.u. 

 
 

(6.5) Definition 
 
Eine Familie ( ) Iiiv ∈  heißt eine Basis von V (über K), wenn sie zugleich l.u. und ein 
Erzeugendensystem von V ist. 
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⇔  Jeder Vektor Vv ∈  ist eindeutig darstellbar als ∑
∈

=
Ii

iivav  

 
 

(6.6) Satz 
 
Sei V ein eindeutig erzeugter VR, sei ),...,( 1 mvv  ein Erzeugendensystem und sei (o.E. nach 
eventueller Umnummerierung) ),...,( 1 nvv  eine maximale l.u. Teilfamilie. Dann ist ),...,( 1 nvv  
eine Basis von V. 
 
Beweis: 
Idee: zeige, jeder Vektor mn vv ,...,1+  ist Linearkombination von nvv ,...,1  
• Ist mn =  so ist nichts zu zeigen 
• Sei mn <  

nmivvv inn −≤≤+ 1,),,...,( 1  ist l.a. 

aavavaaaa j

n

j
injjn ,0:,,...,

1
1 ∑

=
+ =⋅+∃⇒

r
 nicht alle 0 

Wäre 0=a , so wäre ),...,( 1 nvv  l.a. ! 

Vvv

nmivvv
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a
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j
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− ∑
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Beispiel: 
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v3 = v1 + v2 
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v2 = v3 – v1 
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Jeder endlich erzeugte VR besitzt eine Basis. 
 
 
 
 
 

q.e.d. 
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(6.7) Steinitzscher Austauschsatz 
 
Sei ),...,( 1 nvv  eine Basis von V und sei ),...,( 1 mww  eine l.u. Familie. 
Dann ist nm ≤  und es gibt n-m Vektoren unter den nvv ,...,1  die zusammen mit mww ,...,1  
eine Basis von V bilden. 
 
 
Beweis: 
Induktion über m 
I.A. 1=m  (w1) l.u. ⇒  01 ≠w  

0::,...,
00

1
11 ≠∃=∈∃ ∑

=
i

n

i
iin aivawKaa  

o.E. 01 ≠a  (eventuell umnummerieren) 

n

n

i
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nvvw ,...,, 21⇒  ist Erzeugendensystem von V 
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r

 

),...,,(0...00 2121 nn vvwbbba ⇒===⇒=⇒≠  l.u. 
 
I.V. Sei ),...,,,...,( 11 nmm vvww +  eine Basis von V und sei ),,...,( 11 +mm www  l.u. 
Wäre nm =  ),...,( 1 mww⇒  ist Basis von V 

mw⇒  ist Linearkombination von mww ,...,1  

11 ,..., +⇒ mww  ist l.a. ! 
nmnm ≤+⇒<⇒ 1  

∑∑
+==

+ +=∃
n

mi
ii

m

i
iimn vawawaa

11
11 :,...,  

 
I.S. Wäre 0...1 ===+ nm aa , so wäre 11,..., +mww  l.a. 
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0)()(
2

1111
1

1 =++⋅⋅++⇒ ∑∑
+=

++++
=

+

n

mi
iimimmm

m

i
iimi vabbvabwabb  

⇒  miabb imi ≤≤=+ + 1,01  
 0,0 111 ≠=⋅ +++ mmm aab  
 nimabb imi ≤≤+=+ + 2,01  

0,...,0 11 =⇒=⇒ + nm bbb  
),...,,,...,( 211 nmn vvww ++⇒  ist Basis von V 

 
 

(6.8) Korollar 
 
Sei ),...,( 1 mvv  l.u. in V 
Dann kann ),...,( 1 mvv  zu einer Basis ergänzt werden. 
 
 

(6.8.1) Korollar 
 
Seien ),...,( 1 nvv  , ),...,( 1 mww  Basen von V. Dann ist nm = . 
Alle Basen von V haben dieselbe Anzahl von Elementen. 
 
Beweis: 
Aus (6.7) folgt nm ≤  und mn ≤  
 
 

(6.9) Definition 
 
Die Zahl n heißt die Dimension von V, Vn dim=  
 
 

(6.10) Korollar 
 
Sei Vn dim= . Dann sind je 1+n  Vektoren in V l.a. 
 
Beweis: 
Die Aussage nm ≤  in (6.7) 

{ }( ) 0:0dim =    q.e.d. 
 
Beispiel: 

nK n =)dim(  
)1,0,...,0(,),0,...,1,0(),0,...,0,1( K  bilden eine Basis. ),,( 1 nee K heißt die Standardbasis. 
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(6.11) Satz 
 
Sei VU ⊆  ein Untervektorraum und sei nV =dim . 
Dann ist U endlich erzeugt und nU ≤dim . 

VUnU =⇔=dim . Ferner lässt sich jede Basis von U zu einer Basis von V ergänzen. 
 
Beweis: 
Sei u1, ..., um eine maximale l.u. Familie in U (existiert, da nm ≤  sein muss (6.7)).  
Sei Uu ∈  
⇒ u1, ..., um, u ist l.a. 

⇒ ∃  a, a1, ..., am ∈  K nicht alle = 0 mit ∑
=

=+⋅
m

i
iiuaua

1
0  

Wäre 0=a , so wäre a1 = ... = am = 0, da ui l.u. 
⇒ a ≠ 0 

⇒ ∑
=

− ⋅−=
m

i
iiuaau

1

1  ⇒ u1, ..., um ist Basis von U. 

Ist nm = , so ist u1, ..., um eine Basis von V 
⇒ VU =  
Sei v1, ..., vn eine Basis von V 

)7.6(
⇒  o.E. u1, ..., um , vm+1 , ..., vn ist Basis von V.  q.e.d. 

 
 
Beispiel: 
1) V = R2 Nullpunkt •  UVR 

Gerade         UVR  1dim =   (durch • ) 
 
 
 
 

 

 

 

 

 
2) V = R3 Nullpunkt •  UVR 

Gerade         UVR (durch • ) 
Ebene !  UVR (durch • ) 
 

3) V = Kn hat als Basis )0,...,0,1(1 =e , )0,...,1,0(2 =e , )1,...,0,0(=ne  heißt Standardbasis 
des Kn. 
 

4) Sei nvv ,...,1  eine Basis der VR V, sei Vv ∈  

∑
=

=
n

i
iivav

1

 Ka ∈  eindeutig 

 
n

n Kaa ∈),...,( 1  heißen die Koordinaten von V bzgl. nvv ,...,1  

e1 

e2 
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),...,(
),...,(

),...,(
),...,(

1

11

1

1

n

nn

n

n

vcacvc
babawv

bbW
aaV

⋅⋅=⋅
++=+

⇒




=
=

 

 

),...,( 1 n

n

aav
KV

a

→
 ist bijektive Abbildung (sogar ein Isomorphismus) 

 
 
Betrachte: 
 

∈







3
2

Rn 

 

• hat bzgl. e1, e2 die Koordinaten 







3
2

 

• hat bzgl. e2, e1 die Koordinaten 







2
3

 

• hat bzgl. 















1
2

,
1
1

 die Koordinaten 







−1
4

 

 
Die Koordinaten sind abhängig von der Wahl der Basis. 
 
 
Seien U,W  Untervektorräume von V, V ein VR 
 
 

(6.12) Definition 
 

{ }WwUuwuWU ∈∈+=+ ,::  heißt die Summe von U und W. 

Allgemeiner: sei ( ) IiiV ∈  eine Familie von UVR von V. Dann heißt 






 ∈= ∑∑

∈∈ Ii
iii

Ii
i VvvV ::  

die Summe der Vi. 
 
(in ∑

∈ Ii
iv  nur endlich viele 0≠iv ) 

 
 

(6.13) Satz 
 
∑
∈ Ii

iV  ist ein UVR von V. Er ist der kleinste UVR, der sämtliche Vi enthält., d.h. 

U
Ii

i
Ii

i VV
∈∈

=∑ . 
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Beweis: 
Sei ∑

∈

=
Ii

iVW :  

W∈0
r

, da ∑
∈

=
Ii

00
r

 und iV∈0
r

 

Seien KcWvu ∈∈ ,,  

iii
Ii

i
Ii

i Vuvvvuu ∈== ∑∑
∈∈

,,,  

∑ ∑
∈ ∈

∈⋅=⋅+=+⇒
Ii Ii

iii Wvcvcvuvu ,)(  

⇒  W ist UVR 
WVi ⊆ . Sei VW ⊆'  UVR mit iWVi ∀∈ '  

', WvvvWv
Ii

i ∈⇒=∈ ∑
∈

, da alle 'Wvi ∈  sind 

'WW ⊆⇒        q.e.d. 
 
 

(6.14) Satz 
 
Sei U,W UVR von V. Dann sind äquivalent: 
(1) { }0=∩WU  
(2) Jeder Vektor WUv +∈  hat eindeutige Darstellung WwUuwuv ∈∈+= ,,  
 
Beweis: 
(1) => (2) 
Sei WwwUuuwuwuv ∈∈+=+= ',,',''  

{ }

','

0''

wwuu

WUwwuu
wu

==⇒

=∩∈−=−⇒
==
321321

 

 
(2) => (1) 
Sei WUu ∩∈ . Dann hat 0

r
 die Darstellung 0

r
=0
r

+0
r

0)( =⇒−+= uuu  
⇒  Behauptung         q.e.d. 
 
 

(6.15) Definition 
 
Die Summe WU +  heißt direkt, wenn { }0=∩WU . 
Bezeichnung: WU ⊕  statt U+W. 
 
Seien U,W beliebige VR. Sei { }WwUuwuWU ∈∈=⊕ ,:),(  
Addition 
Skalarmultiplikation 
 

WU ⊕  heißt die (äußere) direkte Summe von U und W. 
{ } { }WwwWUuuU ∈=∈= :),0(':)0,('  

komponentenweise 



WS 2001/02  Mathematik für Informatiker – Lineare Algebra 

  Seite - 9 - 

Es ist WUWU ⊕=+ ''  und die Summe ist direkt, { }0'' =∩WU  
 
 

(6.16) Dimensionssatz 
 
Sei V n-dimensionaler VR, VWU ⊆,  seien UVR. Dann gilt: 

)dim()dim()dim()dim( WUWUWU ∩−+=+  
 
 
Beweis: 
  V 
  ∪  
  U+W 
    ⊆           ⊇  
 U  W 
    ⊇           ⊆  
  WU ∩  
 
Sei kvv ,...,1  eine Basis von VU ∩ , ergänze sie zu Basen rkk uuvv ,...,,,..., 11 +  
        skk wwvv ,...,,,..., 11 +  
von U bzw. W (Satz 6.11) 
 

rU =dim  
sW =dim  

kWU =∩dim  
 
Behauptung: 

skrkk wwuuvv ,...,,,...,,,..., 111 ++  ist Basis von VU +  
Sie sind Erzeugendensystem, da sie U und W erzeugen. 
Sie sind l.u.: 

Sei 
4342144 344 21

r

W

s

ki
ii

U

r

ki
ii

k

i
ii wcubva

∈

+=

∈

+==
∑∑∑ ++=

111
0  

∑∑∑
=+=+=

=∈∃⇒∩∈⇒
k

i
ii

s

ki
iii

s

ki
ii vdwcKdWUwc

111
:  

0
11

=−⇒ ∑∑
+==

s

ki
ii

k

i
ii wcvd  

ksk ddcc ======⇒ + ...0... 11  
0,...,,,..., 11 =⇒ + rkk bbaa  ,da ))(),(( ii uv  Basis sind 

 
 

(6.17) Beispiel 
 
Sei V der R-VR der Folgen in R 
Vektoren := Folgen ( ) N∈nna  
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( )


 =

==
sonst,0
falls,1

: )()( nm
vv n

mm  

 

,...0,1,0(
,...0,0,1(

)1(

)0(

=
=

v
v

  )(mv  sind l.u. 

      ... 
maaava m

Nm

m
m ∀=⇒==∑

∈

00,...),( 10
)(  

 
)(mv  sind keine Basis! Der erzeugte UVR { }maaa m f.f.a.0:,...),( 10 ==  
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