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85 Lineare Gleichungen

(5.1) Gleichungssysteme

Sei K ein Korper
Ein System von m Gleichungen mit n Unbekannten ist ein System der Form

a X +..+a X =b

n“*n

(D :aZIXl +"'+a2n n :b2

a;,b UK
aTanl +"'+amn n :bm

Ziel: Man kann die Losungsgesamtheit L des Systems (0) explizit berechnen.

(5.2) Unter schiedliche Gleichungssysteme

(A) Eine Gleichung

ax +..+ax,=b

1.Fall:
a =..=a,=0,bz0 > keine Losung
2.Fall:
a=..=a,=0,b=0
L=K"={(x,....x,): x OK}
3.Fall:

(:a; 20
Sind dann (X,,...,%;...,X, ) beliebig gewihlt

weglassen

so ist (X,,...,X,) eine Losung « X; = aj_l(b—Zaixij.Daher gilt:

iz]

L:{(xl,...,xn): x OK firi# j,x, :aj‘l[b—Za,.xi]}

i£]
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(B) Zwe Gleichungen

a X +..+a . X, =b

1n“*n

(0) _
a, X t...+ta, X, =h,
1.Fall:
a11 :a21 :O
= X, trigt nicht zum Wert der linken Seite bei
= L={(X,.n X, ): % OK, (X, .0 %, ) 16st (00 )}
a +...+ta X =
wobei (00o) 2% % =
a22x2 +"'+a2n n :b2
2.Fall:
a, #0 oder a,, #0 oE. a,#0
Ersetze die 2.Gleichung durch
— T~ . -1 .
2.Gleichung =2.Gleichung —a,, "a,, I.Gleichung
d.h.
X ta,X t..+a,X, =b . 8y =a, _an_l (&, (&,
(ooo) ~ - wobel _ L
&%, t...ta,X, =h, b, =b,-a, [&, D
(XX ) 18t (O) = (X;,..., %, ) 16st (Do)
/\_/ _ n
= L={(x,...x,): (,,...,x, ) 16st 2.Gleichung und x, =a, l(b_zaij X;) }
=2
(C) m Gleichungen
a, X +..+a,Xx, =b
(D :a21X1+"'+a2n n :b2
amlxl +'“+amn n =bm
1.Fall:

&, =a, =..=a, =0
a,X, +..+a, X, =b
= Lose (1) :

a,X t..+a, X, =b,
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L ={(Xs Xg0ees X, ) (Xyeny X, ) 168t (0T0), X, O K}

2.Fall:
O:a,%0 ,= 0.E.a, #0 (Vertausche 1. und i-te Gleichung)
Bilde fiir 2<i<m ; —
i-te Gleichung — a, [&,, [.Gleichung =i —te Gleichung

dh. a,x +a,x +..+a,X, =b

In“*n

~

ayX, +..+ &%, =b,
(A) < - (D

a, X% +..+a,x,=b,

51] =g — &, @'11_1 @-n
Su =b| Gt @11—1 [bl

(X,,...X,) 1st Losung von ([IT) < Es ist Losung von (O

L= {(xl,xz,...,xn) :(Xysees X ) 105t (A) X, =D, —an_‘(z a; X; ]}
=2

(D) Beispiele

-12 - -11  -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

a’! 1 7 9 10 8 11 2 5 3 4 -7 12
=6
(h) 9)3x + 2y - 2z 3
m2x - 'y + z = 1
iii)8 + y + 5z 0

1.Gleichung [9

X + 5 - 5z = 1
2

iv)2x + 10y - 10z = 2
[8

v)8X + y - z = 8
i) —iv)

ox - 11y + 11z = -1
iii) — v)

ox + 0y + 6z = -8

z=-806"'=-801=-88=-10=3
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Einsetzen :

— T~

2.Gleichung : —-11y=-1-(1103)
y=70(-34)=703=35=9

1.Gleichung : x=1-5y+5z
=1-59+53=1-30=-29=-3=10

x=10
Losung: y=9
z=3

(2) 3x+5y+z=4
OX+2y+3z=4

1.Gleichung 3
=9x+15y+3z=12

=OxX+2y+3z=12

2.Gleichung -
0=4

= Es existiert keine Losung

(3) 3x+5y+z=4
Ox+2y+3z=12

2.Gleichung — 3 U1.Gleichung
0x+0y+0z=0

L:{(x,y,z): y,zUK beliebig x:9m4—5y—z)}

(4) 3x+5y+z=4
Ox+3y+4z=12

2.Gleichung — 3 [J1.Gleichung
0X+(3-2)y+(4-3)z=0
y+z=0

L:{(x,y,z): zUOK,y=-z x:9(4—5y—z)}

Dieses Verfahren heift Gaul3sches Eliminationsver fahren.
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(5.3) Homogene Gleichungen

@

a X +..+a X, =b

n“*n

Ist b =...=b, =0, so hei}t das Gleichungssystem homogen.

Ein homogenes System hat stets die Losung (X,...,X,) =(0,...,0). Im Allgemeinen hat es

mehrere Losungen.

Sei

()

n“*n

a X +..+a,x =0
: homogen.

a X +t..+ta, X =0

(5.4) Satz

Die Gesamtheit der Losungen eines homogenen Gleichungssystems (+) ist ein

Untervektorraum von K", d.h. sind (X,...,X,) und (Y,,...,¥,) Losungen
=X +Y,% Y, X, +Y,) ist Losung und (ax,,...,ax,) ist Losung UalJK

Beweis: Einsetzen

Sei nun ein Gleichungssystem ([) vorgegeben (nicht homogen).
Dann heifit (+) das zugehdrige homogene Gleichungssystem

(5.5) Satz

Sei

(X,..»X,) Losung des Gleichungssystems (0, sei (Y,,...,¥,) Losung des

Gleichungssystems (+).
Dann ist (X, +VY,,X, +Y,,...,X, +Y,) Losung des Systems (0)
Umgekehrt, ist (Z,,...,z,) Losung von (O soist (z, —X,,...,Z, —X,) Losung von (+).

Bewels: Einsetzen

Man erhélt alle Losungen eines nicht homogenen Gleichungssystems, indem man zu einer
Losung samtliche Losungen des zugehdrigen homogenen Systems addiert.

Ist m (die Anzahl der Gleichungen) kleiner als n (die Anzahl der Unbekannten)

= Das homogene Gleichungssystem hat mehrere Losungen

Denn falls der Fall 1 eintritt= eine Variable ist frei wiahlbar = mehrere Losungen
Andernfalls bleibt zum Schluss eine Gleichung mit mehreren Variablen iibrig = mehrere
Losungen

Ein homogenes System bleibt beim Eliminationsverfahren homogen
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