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§4 Vektorräume 
 
Sei K ein Körper 
 

(4.1) Definition 
 
Ein Vektorraum über K ist eine Menge V, auf der eine Verknüpfung + und eine Abbildung 

VKK →×• :  definiert ist derart, dass gilt: 
 

I. ),( +V  ist eine abelsche Gruppe 
II. a) Vvvv ∈∀=⋅1  

b) vbacba ⋅⋅=⋅⋅ )()(  
c) bvavvba +=⋅+ )(  
d) awavwva +=+ )(  

 
Die Elemente aus V heißen Vektoren, Elemente aus K heißen Skalare. 
 
Rechenregeln: 00

r
=⋅v  (=Null in V) 

   vv −=⋅− )1(  
   Kaa ∈∀=⋅ 00

rr
 

 
Beweis: 00000)00(

r
=⇒=+=⋅+ vvvvv  usw.  q.e.d. 

 
 

(4.2) Beispiele 
 
(1) Sei +∈ Nn  

{ }KaaaKV in
n ∈== :),...,( 1  

),...,(:),...,(),...,( 1111 nnnn bababbaa ++=+  
),...,(:),...,( 11 nn cacaaac =⋅  

 
(2) Sei ≠M Ø Menge 

{ }KMfV →= ::  
)()())(( xgxfxgf +=+  

Kc ∈  )())(( xfcxfc ⋅=⋅  
 

(3) V:= Die Folgen in K 
Kaaav i ∈= ,...),( 10  

,...),( 10 bbw =  
 

,...),( 1100 babawv ++=+  
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,...),( 10 acacvc ⋅⋅=⋅  
 

(4) =K R 
=V R² 
 
 
 
 
 
 

(5) { }0
r

=V   000
rrr

=+ , 00
rr

=⋅a  ist Vektorraum 
trivialer Vektorraum 
 

(6) 1=n  KKKV ⇒== 1  ist K-VR 
 

{ {
VektorSkalar

ba ⋅   { 321
VektorSkalar

cba )( +⋅  

 
(7) Q=K  R=V   ⇒ R ist Q-VR 

 

{ {
VektorSkalar

32 ⋅   { {
VektorSkalar

22 ⋅   23 ⋅  nicht erlaubt 

 
 

(4.3) Definition 
 
Seien Vvv n ∈,...,1 , V ein VR/K 

Eine Linearkombination von nvv ,...,1  ist ein Vektor der Form Kavav k

n

k
kk ∈=∑

=

,
1

. 

Sei allgemein ( ) Iiiv ∈  eine Familie von Vektoren in V. Eine Linearkombination der Vektoren 
( ) Iiiv ∈  ist ein Vektor der Form 

∑
∈

⋅=
Ii

ii vav  wobei 0, =∈ iaKa  für fast alle i 

 
 

(4.4) Definition 
 

Ein Untervektorraum von V ist eine Teilmenge VU ⊆  derart, dass gilt: 
(1) U ist Untergruppe von V, d.h. U∈0

r
 

UvwvUwv ∈−+⇒∈ ,,  
(2) UvaUvKa ∈⋅∈∈∀ :,  

 
 
 
 
 

v 

w

v+w
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(4.5) Beispiele 
 

(1) nmKV n <= ,  
{ }0,...,:),...,,,...,(: 111 == ++ nmnmm aaaaaaU  ⇒  U ist Untervektorraum 

(2) { } V⊆0
r

 ist stets ein Untervektorraum 
 

(3) =V R² 







=

1
2

1v  







=

2
1

2v  

Ist 







=

2
0

v  Linearkombination von 1v und 2v ? 

∈∃ 21,aa R 







⋅+








⋅=

2
1

1
2

: 21 aav ? 









=








+
+

⇔
2
0

2
2

21

21

aa
aa

 

 
i. 02 21 =+ aa  

ii. 22 21 =+ aa  
 
Auflösen von ii) 21 22 aa −=   Einsetzen in i) 

034
0)2(2

2

22

=−⇔
=+−⇒

a
aa

 

3
4

2 =⇔ a   Einsetzen in ii) 

3
2

3
4221 −=⋅−=⇒ a  

 
 

(4.6) Satz 
 
Sei ( ) Iiiv ∈  eine Familie von Vektoren im K-Vektorraum V. Sei W die Menge aller 
Linearkombinationen der Vektoren ( ) Iiiv ∈ . Dann ist W ein Untervektorraum von V. 
 
Beweis: 

W∈0
r

, ∑
∈

⋅=
Ii

v00
r

 

Seien Wwv ∈,  

∑ ∑
∈ ∈

=∈∃=∈∃
Ii Ii

iiiiii vbwIibvavIia :,,:,  

∑∑
∈∈

+=+⇒
Ii

ii
Ii

ii vbvawv  

∑
∈

⋅+=
Ii

iii vba )(  

∑ ∑
∈ ∈

⇒⋅⋅=⋅=⋅
Ii Ii

iiii vacvacvc Behauptung)(  



WS 2001/02  Mathematik für Informatiker – Lineare Algebra 

  Seite - 4 - 

Bemerkung: 
Sei U Untervektorraum von V 
 UvvUv ∈⋅−=−⇒∈ )1(  
Die Menge aller Linearkombinationen der Familie ( ) Iiiv ∈  heißt der von ( ) Iiiv ∈  erzeugte 
Untervektorraum. 

( ) IiivW ∈=  
 

( ) Iiiv ∈  heißt Erzeugendensystem von W, wenn ( ) IiivW ∈=  

( ) Iiiv ∈  heißt Erzeugendensystem von V, wenn ( ) IiivV ∈=  
 

{ }0:Ø
r

=  
 
Beispiel: 

V=R² , 






















=
2
2

,
1
1

),( 21 vv  

 

yx
bay
bax

ba
y
x

=⇒
+=
+=

⇒







⋅+








⋅=








2
2

2
2

1
1

 

 

Wenn 








=







=
















⇒







⋅+








⋅=








⇒= yx

y
x

x
y
x

yx :
2
2

,
1
1

2
2

0
1
1

 

 
Bemerkung: 
Sei ( ) Iiiv ∈  eine Familie in V, Ii ∈0  
Annahme: 

0i
v  ist Linearkombination der Familie ( ) { }0i\Iiiv ∈ , d.h. ∑

≠
∈

=

0

0

ii
Ii

iii vav  

( ) ( ) { }0i\IiiIii vv ∈∈ =⇒  
 
Zusatz zu (4.6): 
Sei ( ) VvW Iii ⊆= ∈  
Dann ist W der kleinste Untervektorraum, der sämtliche Vektoren iv , Ii ∈  enthält. 
 
Beweis: 
Zunächst gilt ( ) Iiii vv ∈∈  

∑
∈

=
Ij

jji vav   




≠
=

=
ij
ij

a j :0
:1

 

Sei VU ⊆  Untervektorraum: iUvi ∀∈  
U ist Vektorraum ⇒mit dem iv  enthält U auch alle Linearkombinationen der iv  

⇒⊆⇒ UW Behauptung       q.e.d. 
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