WS 2001/02 Mathematik fur Informatiker — Lineare Algebra

84 Vektorraume

Sei K ein Korper

(4.1) Definition

Ein Vektorraum Uber K ist eine Menge V, auf der eine Verkniipfung + und eine Abbildung
o:KxK [ V definiertist derart, dass gilt:

(V,+) ist eine abelsche Gruppe

. llyv=v OvOv

b) al(blt) = (alb) ¥
c) (a+b)W=av+bv
d) a(v+w)=av+aw

Die Elemente aus V heif3en Vektor en, Elemente aus K heif3en Skalar e.

Rechenregeln: 0¥ =0 (=Null in V)
(-)v=-v
al0=0 OaOK
Beweis: (0+0)W=0v+0v=0v=0v=0 usw. g.e.d.
(4.2) Beispiele
(1) Sei nON,

V=K"={(a,,...a,):a OK}
(a,-.a,) +(by,....0) == (a +hy,...a, +b,)
Ca,-..8,) = (Cay . CAY)

(2) Sei M #@ Menge
v={f:Mm K}
(f +9)(x) = f(x) +9(x)
cUK (cOr)(x) =clF (x)

(3) V:i=DieFolgeninK
v=(ay,a,.) albK
w=(,,0,,...)

V+W=(a, +b,,a +b,.)
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clv=(cla,,cla,..)
4 K=R
V =R2
(5) V :{6} 0+0=0, al=0 istVektorraum

trivialer Vektorraum

6) n=1 V=K'=K =K istK-VR

a b a [b+c)
Skalar Vektor Skalar W
(7) K=Q V=R —RistQ-VR
2 03 2 2 V33/2 nicht erlaubt
Skalar Vektor Skalar V?q_olr

(4.3) Definition

Seien v,,...,v, OV, Ven VR/K

Eine Linearkombination von Vv;,...,v, ist éin Vektor der Form v = Zakvk ,a 0K .

k=1
Sei dlgemein (v), eine Familie von Vektoren in V. Eine Linearkombination der Vektoren

(v, ), isteinVektor der Form
v=>a ¥ wobe alK,a =0 firfast alei

idl

(4.4) Definition

Ein Untervektorraum von Vist eine Teilmenge U OV derart, dass gilt:

(1) U ist Untergruppe von V, d.h. 00U
v,whU = v+w,~vOU

(2 DabDK,vOU :alvOU
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(4.5) Beispiele

(1)) V=K" ,m<n

U:={(a,...a,,8,,..a,):a.,,..a =0 = Uist Untervektorraum
2 {f} OV ist stets ein Untervektorraum

2 1
3) V=R v, = (J Vv, = (ZJ

0) .. _—
Ist v= (2] Linearkombination von v, und v, ?

[bi,aZDR:vzaltﬁzj+a2[El]?
1 2
2a +a,) (O
@(aﬁZaJ_(Zj
i. 2a+a,=0
i. a+2a,=2

Auflésenvonii) a, =2-2a, Einsetzenin i)
=2(2-a,)+a,=0

= 4-3a,=0

- a :g Einsetzen in i)

:q:Z—ZGg:—%

(4.6) Satz

Sei (v), ene Familie von Vektoren im K-Vektorraum V. Sei W die Menge aller

Linearkombinationen der Vektoren (v ), - Dann ist Wein Untervektorraum von V.

Beweis:
00OW, 0=> 0w
iol
Seien v,wOW
(a,iOl V:Zaivi ,h,iOl W:zblvi
il Al
= vew=Yav +3 by
iol idl
= (a+b),
iol

cw=cD av, =) (c&)l, = Behauptung
[l

ial
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Bemerkuna:
Sa U Untervektorraum von V

vOU = —v =(-1)[vOU
Die Menge dler Linearkombinationen der Familie (v,), heift der von (v,), erzeugte
Untervektorraum.

W :<(Vi )iDI>

(v;)., heiRt Erzeugendensystem von W, wenn W = <(vi )y )

(), heift Erzeugendensystem vonV, wenn V =((v;),,, )

(2):={0}

Beispidl:

o)
B A
I s o e

Bemerkung:
Se (v,)., eineFamilieinV, i, Ol
Annahme: v, ist Linearkombination der Familie V) g dhov = D ay

il
i#i,

iol

= <(Vi )i|:|| > = <(V| )iDI \{i0}>

Zusatz zu (4.6):
Sd W :<(V| )iDI > DV
Dannist Wder kleinste Untervektorraum, der samtliche Vektoren v, i 1 enthélt.

Beweis:
Zunéchst gilt v, 0((v; )., )
1. j=i
V. = a.V. a. =
' %: H : {0: j#i
Sei U OV Untervektorraum: v; JU i
U ist Vektorraum = mit dem v, enthalt U auch alle Linearkombinationen der v,

=W U = Behauptung g.ed.
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