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83 K Or per

(3.1) Definition

Ein Korper ist eine Menge K auf der zwei Verknipfungen
+:KxK 5 K
«:KxK 5 K

definiert sind derart dass gilt

. (K,+) ist eine abelsche Gruppe

e ist assoziativ, kommutativ, (A0K :all=a OaldK
Oaz0'OK:a@™" =1

Distributivgesetz  a(b+b) =ab+ac

1£0

(3.2) Beispiele

(1) Q, R sind Korper
(2) Zist kein Korper

Sei p eine Primzahl
= % Y ist ein Korper (mit p Elementen)

Beweis:
| klar
Il Sei am%tp,a;to - pla
= ggT(p,a) =1
i~ Z hrE —
:[bD/ZEp.b[ﬁ—l(Satzl.ZO)
= Behauptung g.ed.
(3.3) Satz
Sei K ein Korper

() ald=0 CaOK

(2) Sei a#0= ax+b=c hat genau die Lésung x = a*(c —b)
(3) (-a)b=—(ab)

(4) K* =K \{3 = (K*,) ist eine abelsche Gruppe

Seite -1-




WS 2001/02 Mathematik fur Informatiker — Lineare Algebra

Beweis zu (4):

Nur zu zeigen, dass ¢ eine Verknipfung auf K™ ist, d.h.
a,b0K*=alOK* (und K* #0!)

10K*™

Esgilt abb™' @& * =120= a[ﬂ)io? K* ist abelsche Gruppe

(3.4) Folgerung

i 202
Sei aD/ZEp ,az0
Dann a** =1, d.h.
Da0Z ggT(a, p) =1 gilt aP™* =1mod (p)

Beweis;

(é O % Ep) ist Gruppe mit p—1 Elementen
Aus (2.20)(2) (kleiner Fermatscher Satz) folgt die Behauptung

Beispidl:
Q,R, %[p, p prim

(3.5) Beispie

Sei dON,, d sei kein Quadrat
—/d0Q

Se K:={a+b@E/d |ab0Q}OR
(K,+,) ist ein Korper

Bewels:
a) +, sind Verknipfungen auf K
Seien a+bvd,a+b'v/d OK
(a+by/d)+(@+b'y/d)=(a+a)+(b+b)/d OK
0oQ 0Q

(a+byd)Qa+b'v/d) =aa+ab'"/d +abJd +Dbb'd
= (aa'+bb'd) + (ab'+a'b)y/d OK
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b) +,» sind assoziativ, kommutativ, dadasin R gilt

00K :0=0+0Jd
10K
-(a+byd) =(-a)+(-b)v/d 0K

Distributivgesetz: giltinR = inK

zu zeigen: Sei x =a+by/d OK
= WK :xy=1

Betrachte (a+by/d){a-byd) =a2-b2d 0Q
Beh. Ist az0 oder b#0, soist a2—b2d 20
Fals b=0, soist dieswahr

2
Sei b#0 Annahme: a2—b2d:O:d:%:\/EDQ N

a b
a+bvd - d|=1
= (a+bVd) 22— b2d aZbZd‘/—

0K

=Kist Kbrper

K =Q(~/d) (Q adjudiert Wurzel d) g.ed.
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