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§3 Körper 
 

(3.1) Definition 
 
Ein Körper ist eine Menge K auf der zwei Verknüpfungen 
 

KKK
KKK

→×•
→×+

:
:  

definiert sind derart dass gilt 
 

I. (K,+) ist eine abelsche Gruppe 
II. •  ist assoziativ, kommutativ, KaaaK ∈∀=⋅∈∃ 1:1  

1:0 11 =⋅∈∃≠∀ −− aaKaa  
III. Distributivgesetz acabbba +=+ )(  
IV. 01 ≠  

 
 

(3.2) Beispiele 
 
(1) Q, R sind Körper 
(2) Z ist kein Körper 

 
Sei p eine Primzahl 
 p⋅⇒ Z

Z  ist ein Körper (mit p Elementen) 

 
Beweis: 
I klar 
II Sei  pa ⋅∈ Z

Z  , 0≠a  ap |/⇔  

    1),(ggT =⇔ ap  

    1: =⋅⋅∈∃⇒ abpb Z
Z  (Satz 1.20) 

    Behauptung⇒     q.e.d. 
 
 

(3.3) Satz 
 
Sei K ein Körper 
(1) Kaa ∈∀=⋅ 00  
(2) Sei cbaxa =+⇒≠ 0  hat genau die Lösung )(1 bcax −= −  
(3) )()( abba −=−  
(4) { } ),(0\ •⇒= ×× KKK  ist eine abelsche Gruppe 
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Beweis zu (4): 
Nur zu zeigen, dass •  eine Verknüpfung auf ×K  ist, d.h.  

×× ∈⋅⇒∈ KbaKba,  (und 0≠×K !) 
×∈ K1  

Es gilt ×−− ⇒≠⋅⇒≠=⋅⋅⋅ Kbaabba
II

00111  ist abelsche Gruppe 

 
 

(3.4) Folgerung 
 
Sei pa ⋅∈ Z

Z  , 0≠a  

Dann 11 =−pa , d.h. 
∈∀ a Z  1),(ggT =pa  gilt )(mod11 pa p ≡−  

 
 
Beweis: 

×








⋅∈ pa Z
Z ist Gruppe mit 1−p  Elementen 

Aus (2.20)(2) (kleiner Fermatscher Satz) folgt die Behauptung 
 
 
Beispiel: 
Q, R, p⋅Z

Z , p prim 

 
 

(3.5) Beispiel 
 
Sei +∈ Nd , d sei kein Quadrat 

∉⇒ d Q 
 
Sei { } RQ ⊆∈⋅+= badbaK ,|:  

),,( •+K  ist ein Körper 
 
 
Beweis: 
a) •+,  sind Verknüpfungen auf K 

Seien Kdbadba ∈++ '',  

{ Kdbbaadbadba ∈+++=+++
∈∈

)'()'()''()(
QQ

321  

)''()( dbadba +⋅+  dbbdbadabaa '''' +++=  
Kdbaabdbbaa ∈+++= )''()''(  
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b) •+,  sind assoziativ, kommutativ, da das in R gilt 
K∈0  d000: +=  
K∈1  

Kdbadba ∈−+−=+− )()()(  
 
Distributivgesetz: gilt in R ⇒  in K 
 
zu zeigen: Sei Kdbax ∈+=  

1: =⋅∈∃⇒ yxKy  
 
Betrachte Q∈−=−⋅+ dbadbadba ²²)()(  
Beh. Ist 0≠a  oder 0≠b , so ist 0²² ≠− dba  

 Falls 0=b , so ist dies wahr 

 Sei 0≠b  Annahme: ∈⇒=⇒=− d
b
addba

²
²0²² Q  ! 

 1
²²²²

)( =















−

−
⋅+⇒

∈
444 3444 21

K

d
dba

b
dba

adba  

 ⇒K ist Körper 
 
 =K Q )( d   (Q adjudiert Wurzel d)   q.e.d. 
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