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§2 Gruppen 
 
Sei M eine Menge 
 
 

(2.1) Definition 
 
Eine Verknüpfung auf M ist eine Abbildung 
 MMM →×• :  

  abab
baba

⋅
⋅

a
a

,
,  

   
 

(2.2) Definition 
 
Eine Gruppe ist eine Menge G auf der eine Verknüpfung 
 GGG →×•  
gegeben ist derart, dass folgendes gilt: 

(a) Assoziativgesetz )()( cbacba ⋅⋅=⋅⋅  
(b) Ge ∈∃  mit Gaaeaae ∈∀=⋅=⋅  
(c) eaaaaGaGa =⋅=⋅∈∃∈∀ '':'  

 
 

(2.3) Beispiele 
 
(1) (Z,+) ist Gruppe 

0=e  , ∈a Z , aa −='  
(2) (Q,+) , (R,+) 
(3) Q × :=Q\{ }0 , (Q × , • ) ist Gruppe 
(4) Sei M eine Menge, ∅≠M  

{ }bijektivistfMMfM :::)( →=Σ  
=:fg o Komposition )(MΣ⇒  ist Gruppe 

 
Zunächst ist o  eine Verknüpfung auf )(MΣ   G(2.21),(2) 

  
(a) Assoziativgesetz G(2.9) 

fghfgh oooo )()( =  
(b) Mide =  MM →  fidf M =o  

xx a  ffidM =o  
(c) Sei MM f→  bijektiv 

Midffffff ==⇒= −−− oo 111:'  
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Bezeichnung: 
Eine Gruppe G heißt abelsch ⇔:  Kommutativgesetz baabba ,∀⋅=⋅  
 
Hat M mindestens 3 Elemente, so ist )(MΣ  nicht abelsch 
 

 
132
321

=f    
231
321

=g  

 
 

 
123
321

=fg o   
312
321

=gf o  

 
 

(2.4) Satz 
 
Sei G eine Gruppe Gba ∈,  
(a) Es gibt genau ein neutrales Element in G  (e) 
(b) Es gibt genau ein inverses Element von a in G. Dieses wird mit 1−a  bezeichnet .( 1' −= aa ) 
(c) Die Gleichung bax =  hat genau die Lösung bax '=  
(d) Die Gleichung bxa =  hat genau die Lösung 'bax =  
(e) ( ) 111 −−− ⋅=⋅ abba  

 
 

Beweis: 
(a) Seien ee ~,  neutrale Elemente, d.h. 

und  
eaeee
eaeee

Gaaeaea
Gaaeaea

==⋅
==⋅

∈∀⋅==⋅
∈∀⋅==⋅

~
~~~

~~   ee ~=⇒  

(b) Seien '',' aa  Inverse von a, d.h. 

{ {

'''
'''

'''''
'''

''''''

aa
eaea

aaaaaa
aaaa

aaaaeaaaa

ee

=⇒
=⇒

=⇒
=⇒

====

 

(c) Sei bbaaaxbax =⋅⋅=⇒= −− 11  
⇒  x ist Lösung 
Sei x Lösung bax =⇒  

bax
baaxa

1

11

−

−−

=⇒
=⇒  

(d) genauso 
(e) ⇒==⋅⋅=⋅⋅ −−−− eaaaeaabab 1111 Behauptung q.e.d. 
 

Additive Schreibweise (a+b)  Multiplikative Schreibweise (a · b) 
- inverses Element:  a−      1−a  
- neutrales Element :  e=0      e=1  
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(2.5) Definition 
 
Sei GH ⊆  Teilmenge 
H heißt Untergruppe wenn gilt: 
(a) He ∈  
(b) Sind HbaHba ∈⋅⇒∈,  
(c) Ist HaHa ∈⇒∈ −1  

 
Eine Untergruppe ist selber eine Gruppe. 
 
 

(2.6) Beispiele 
 
(1) (=G Z,+)   , { }Z∈⋅= aanH :     wobei ∈n N +  
(2) Z (⊆ R,+) ,          Q             R 
(3) Sei ),( •G  Gruppe, sei Ga ∈  

876 1
10 ...:

+
+ ⋅⋅=⋅===

n
nnn aaaaaeaa  

( )nn aa 1: −− =  für ∈n N 
 

                     Z           ist Untergruppe 
 
- He ∈  
- mnmn aaa +=  
- ( ) ( ) Z∈∀== −−− mnaaa nnn ,11  
 
Eine Gruppe G heißt zyklisch { }Z∈=∈∃⇔ naGGa n ,::  
Dann ist G abelsch. 
 

{ }( )nG n ,...,1: Σ=Σ=   G hat n! Elemente 
 

4=n  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

             
 
 
     

),(),( •⊆• ××

{ } GnaH n ⊆∈= ,

1 4 

3 2 
2 

1 4 

3 

4 3

21 
2 

1 4

3

1 4

32
2

1 4

3

4 1

23 
2 

1 4

3

Drehung 









1432
4321









1234
4321
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Drehungen und Spiegelungen ergeben eine Untergruppe von 
8 Permutationen ⊆  24 Permutationen 
 
Ebenso: 
• Tetraeder  .24.12 PP ⊆  
• Würfel:  .!8.2446 PP ⊆=⋅  (6 Seiten, 8 Ecken) 
• Oktaeder:  .!6.2438 PP ⊆=⋅  (8 Seiten, 6 Ecken) 
• Dodekaeder: .!20.60512 PP ⊆=⋅ (12 Seiten, 20 Ecken) 
• Ikosaeder:  .!12.60320 PP ⊆=⋅ (20 Seiten, 12 Ecken) 

 
 
Sei GH ⊆  
Definiere Relationen 

Habba ∈⇔ −1~~:  
Hbaba ∈⇔≈≈ −1:  

 
 

(2.7) Lemma 
 
~ und ≈  sind Äquivalenzrelationen 
 
Beweis:   (vgl. Lemma 1.16) 
(r) aa ~ , da Heaa ∈=⋅−1  
(s) abba ~~ ⇒ , da HabHab ∈⇒∈ −−− 111 )(   
 und abHbaab ~)( 111 ⇒∈= −−−  
(t) cacbba ~~,~ ⇒ , da HabbcHbcHab ∈⇒∈∈ −−−− 1111 ,  
       caac ~1 ⇒= −  
 
Beweis für ≈  analog        q.e.d. 
 
Bezeichnung: 
• { }HhhaHa ∈⋅=⋅ ::  Die Mengen heißen Linksnebenklassen 
• { }HhahaH ∈⋅=⋅ ::  Die Mengen heißen Rechtsnebenklassen 

4 3 

2 1 
2 

1 4 

3 
2 

1 4 

3 

3 2

14
1

4 3

2
2

1 4

3
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Behauptung: 
• [ ] Haa ⋅=~  
• [ ] aHa ⋅=≈  

 
 

Beweis: 
Sei [ ] abab ~~ ⇔∈  

  
{

Habbaahab

Hba
h

⋅∈⇒=⋅=⇒

∈⇔
−

−

1

1

 

Sei umgekehrt habHhHab ⋅=∈∃⇒⋅∈ :  
  bah ⋅=⇒ −1  
  [ ]~

1 ~ abbaHba ∈⇒⇒∈⇒ −   ⇒  Behauptung   
 
[ ]≈a  analog          q.e.d. 
 
 
Folgerung: 
Es gilt entweder HbHa ⋅=⋅  oder =⋅∩⋅ HbHa Ø 
Folgt aus G(3.7) 
 
 

(2.8) Lemma 
 
Sei Ga ∈  und seien 

 
xax
GG a

⋅
→

a

τ
 , 

axx
GG a

⋅
→

a

σ
 

Dann sind aτ  (Tau) und aσ  (Sigma) bijektiv und 1
1)( −=−

aa ττ  
 
 
Beweis: 
Injektiv: Sei 212121 )()( xxaxaxxx aa ===== ττ  
Surjektivität: Sei Gb ∈ , ⇒== −− bbaabaa

11 )(τ Behauptung  q.e.d. 
 

xxaaxaa =⋅⋅= −
−

1)(1 ττ o  
 
 
Notation: 
Sei HG /  die Menge der „~“-Äquivalenzklassen { }GaHaHG ∈∈= :/  
Sei G\H  die Menge der „ ≈“-Äquivalenzklassen 
Ist H endlich, so sei |H| die Anzahl der Elemente von H 
|H| = ∞, wenn H nicht endlich. 
 

axx
GGa

a
→:τ   HaHa ⋅=)(τ  
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⇒  H und Ha ⋅  haben gleich viele Elemente (falls H  endlich) 
 
 

(2.9) Satz 
 
Sei G endliche Gruppe, sei GH ⊆  Untergruppe. Dann gilt: 

HGHG /⋅=  

     G\HH ⋅=   
 
Beweis: 
Verschiedene Nebenklassen sind disjunkt und haben gleich viele (nämlich H ) Elemente. 
⇒  Behauptung   q.e.d. 
 
 
Sei G endlich, Ga ∈  
Betrachte { } Gnaa n ⊆∈= Z,:  
 
Sei 0n  die kleinste Zahl > 0 so dass 
 { }110 00 ,...,, −∈ nn aaaa  
 10 0,..., −naa  sind alle verschieden 

kn aank =<∃⇒ 0:0 . Wäre eaak kn ==⇒> − 000   ! 

knk

n

aa
ea

−− =⇒
=⇒

0

0

 

a⇒  hat 0n  Elemente      
 

0n  heißt die Ordnung von a, ord(a) 
 

aGaordG /))( ⋅=  
 
 

(2.10) Korollar 
 
Sei Ga ∈ , G endlich. Dann gilt 
(1) )(ord a  teilt G  

(2) 1: =∀ Gaa  (kleiner Fermatscher Satz) 
 
 

Beweis: 
(1) folgt aus (2.9) )( aH =  

(2) maGmGa ⋅=∃⇒∈ )(ord:  
Gmaordaord aaa ===⇒ )(1 )()(  
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(2.11) Satz 
 
Sei ⊆H  Z eine Untergruppe 
⇒  )0(=H  oder nH ⋅= Z  für ein ∈n N +  
Es gibt keine weiteren Untergruppen. 
 
Beweis: 
Sei )0(≠H . Sei ∩∈ Hn N +  minimal 
Sei ∈∃⇒∈ qHm Z, nrr <≤0:  

 
minimalnda0=⇒

∈⋅−=⇒
+⋅=

r
Hnqmr

rnqm
 

 ∈⇒ m Z =⇒⋅ Hn Z n⋅   q.e.d. 
 
Seien 21,GG  Gruppen 
 

(2.12) Definition 
 
Ein Homomorphismus von 1G  nach 2G  ist eine Abbildung 21 GG f→  derart, dass gilt 

1,)()()( Gbabfafbaf ∈∀⋅=⋅  
 

Ein injektiver Homomorphismus heißt Monomorphismus. 
Ein surjektiver Homomorphismus heißt Epimorphismus. 
Ein bijektiver Homomorphismus heißt Isomorphismus. 
Ein Homomorphismus von 1G  in sich selbst heißt Endomorphismus. 
Ein Isomorphismus von 1G  in sich selbst heißt Automorphismus. 
 
 

(2.13) Lemma 
 
Sei 21 GG f→  Homomorphismus. Dann gilt 
(a) 

21
1)1( GGf =  

(b) 11 )()( −− = afaf  
 
 

Beweis: 
(a) )1(

1Gf  )11(
11 GGf ⋅=  

   )1(1)1()1(
1211 GGGG fff =⇒⋅=  

 
(b) )1()(

1

1
Gfaaf =⋅ −  

   
11

1

)()(

)()(1
2

−−

−

=⇒

⋅==

afaf

afafG  

 
q.e.d. 



WS 2001/02  Mathematik für Informatiker – Lineare Algebra 

  Seite - 8 - 

(2.14) Beispiele 
 
(1) nZ ⋅→ Z

Z   , ∈n N +  

[ ]aa a  
ist Homomorphismus nach Definition der Addition in Z / Zn 

[ ] [ ] [ ]bababa +=++
!

a  
 

(2) Sei GH ⊆  Untergruppe 

⇒  kanonische Injektion 
aa
GH

a
→  ist Homomorphismus 

 
(3) 21,GG  Gruppen 

2
1

21

Ga
GG

a
→  ist Homomorphismus (trivialer Homomorphismus) 

 
(4) Sei G abelsch, ∈n Z 

nnnn babaaa
GG

⋅=⋅
→

)(,a
 ist Homomorphismus 

(kein Homomorphismus für G nicht abelsch) 
 

(5) Sei G eine Gruppe, Gx ∈  

1−⋅⋅
→⇒

xaxa
GG x

a

κ

 ist Automorphismus von G 

)()(
)( 111

ba
xbxxaxxabxba

xx

x

κκ
κ

⋅=
⋅⋅⋅⋅⋅=⋅⋅=⋅ −−−

 

 

1−

→→
xaxxaa

GGG xx

aa

στ

  ⇒  xκ  (Kappa) bijektiv  1
1

−=−
xx κκ  

 
xκ  heißt Konjugation mit x 

 
 

(2.15) Definition 
 

Sei 21 GG f→  Homomorphismus 
Die Menge { }

2
1)(::)(Ker 1 GafGaf =∈=  heißt der Kern von f. 
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(2.16) Satz 
 
(a) )(Ker f  ist eine Untergruppe von 1G  
(b) Folgendes ist äquivalent 

(1) { }
1

1)(Ker Gf =  
(2) f  ist injektiv 

(c) Sei )(Bild fb ∈ , etwa )(afb =  
Dann gilt affabf ⋅=⋅=− )(Ker)(Ker)(1  
Insbesondere: Linksnebenklasse = Rechtsnebenklasse 

 
 

Beweis: 
(a) )(Ker1

1
fG ∈  

Sei )(Ker, fba ∈  
)(Ker111)()()(

222
fabbfafbaf GGG ∈==⋅=⋅=⋅⇒  

 
)(Ker11)()( 1111

22
faafaf GG ∈⇒=== −−−−  

(b) 
(2) ⇒  (1) klar, da 

21
1)1( GGf =  

(1) ⇒  (2) Seien )()(:, 1 bfafGba =∈  

 
babafab

bafbfaf

G =⇒=⋅⇒∈⇒

=⋅=⋅⇒
−−

−−

1
1)(Ker
1)()()(

11

11

 

(c) 
Sei )(~ 1 bfa −∈  

)(Ker~
)(Ker~

1)~(
)()~(

1

1
2

faa
faa

aaf
afbaf

G

⋅∈⇔
∈⇔

=⇔
==⇔

−

−

 

 
Ebenso: 

afa
faa

aaf
afbaf

G

⋅∈⇔
∈⇔

=⇔
==

−

−

)(Ker~
)(Ker~

1)~(
)()~(

1

1
2  

 
 

(2.17) Definition 
 
Sei G Gruppe, GH ⊆  Untergruppe 
H heißt Normalteiler in G, wenn aHHaGa ⋅=⋅∈∀ :  









∈⋅⋅∈∀∈∀⇔
⋅=⋅∈∃∈∀⇔

− HahaGaHh
ahhaHhHh

1:
':'  

q.e.d. 
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(2.18) Satz 
 
(1) Ist GH ⊆  Kern eines Homomorphismus GG f ~→ , so ist H Normalteiler. 
(2) Ist umgekehrt H Normalteiler, so exisitert eine Gruppe G~  und ein Homomorphismus, 

GG f ~→  mit Hf =)(Ker  
 
Beweis: 
(1) (c) von (2.17) 
 
 

(2.19) Lemma 
 
Seien Gbbaa ∈',,', , GH ⊆  Normalteiler 
Falls '~ aa   d.h. Haa ∈⋅−1'  
und '~ bb  d.h. Hbb ∈⋅−1'  

11 '~''~ −−∧⋅⇒ aababa  
 
Beweis: 

''~ baab  Habba ∈⇔ −1)''(  

  

{ Hbbhhbb
hbbhHb

Hhbb

Hbaab

H

h

∈=⇒

⋅=∈∃
∈⇔

∈⇔

∈

−−

−−

−

=

−−

11

11

1
:

11

'''
''':'

'

'' 321

 

 
Haaaa

h

∈⋅⇒ −
321
1''~  

 111 '' −−− ⋅=⇒=⇒ ahahaa  

 
11

111

'~

~''

~

−−

−−−

⇒
=

∈∃

aa
haah

Hh
 

 
[ ] [ ] [ ] ~~~ baba ⋅=⋅  ist eine wohldefinierte Verknüpfung. 
Diese macht G/H zu einer Gruppe 
 
[ ] [ ]11 −− = aa  
 
 
zu (2.18)(2) 
Sei HGG /~ =  

Sei [ ]~

/
aa

HGG f

a
→  f ist Homomorphismus 

Hf =)(Ker  
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