WS 2001/02 Mathematik fur Informatiker — Lineare Algebra

§2 Gruppen

Sei M eine Menge

(2.1) Definition

Eine Verknupfung auf M ist eine Abbildung
o MxMI[ M
a,b— alb
b,at> bla

(2.2) Definition

Eine Gruppe ist eine Menge G auf der eine Verknlpfung
*GxGL G
gegeben ist derart, dass folgendes gilt:
(8) Assoziativgesetz (alb) [t = alblt)
(b) (UG mite(da=alt=a DalG
(c) Da0G[RAOUG: a@=a@d=e

(2.3) Beispiele

() (Z,+) ist Gruppe
e=0 : allz , a=-a
(@ Q) , (R+)
3 Q*=Q\{d, Q"+ ist Gruppe
(4) Sei M eine Menge, M # [
S(M):={f:M @ M: fist bijektiv}
go f :=Komposition = (M) ist Gruppe

Zunéchst ist o eine Verknipfung auf (M) G(2.21),(2)

(a) Assoziativgesetz G(2.9)
ho(ge f)=(hog)ef
(b) e=id, MO M foid, =f
Xt> X  idy o f =f
() Se M I M bijektiv
fr=f* = fof™=f"of=id,
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Bezeichnung:
Eine Gruppe G heildt abelsch : = Kommutativgesetz alb =b[a Oa,b

Hat M mindestens 3 Elemente, soist (M) nicht abelsch

f_123 12 3
231 971 3 2
3
of: fo =
g g 3
(2.4) Satz

Sei GeneGruppe a,b0G

(a) Esgibt genau ein neutrales Element in G (e)

(b) Esgibt genau €in inverses Element von ain G. Dieseswird mit a™ bezeichnet .(a'=a™)
(c) DieGleichung ax =b hat genau die Lésung x = a'b

(d) Die Gleichung xa = b hat genau die Lésung x = ba'

(e (ab)' =b*m@™

Bewels:
(a) Seien e, e neutrale Elemente, d.h.
ale=a=eld OalOG\€le=¢€
al@=a=€ela OaldG/gm=e
(b) Seien a',a" Inversevon a, d.h.
aa'—a'a=—e=aa'=a"a

und

= aa'=aa"
= g'aa’=g'aa"
—ea=ea"
=a=a"
(c)Sei x=ab=ax=a@ ' b=b
= Xist Losung
Sei x Lésung = ax=b
= a'ax=ab
=x=a'b
(d) genauso
(e) ab' @ " =alélda ' =aa'=e = Behauptung g.ed.

Additive Schreibweise (a+b) Multiplikative Schreibweise (a - b)
- inverses Element: -a a’
- neutrales Element : O=e 1=e
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(2.5) Definition

Sei H 0 G Teilmenge

H heil3t Untergruppe wenn gilt:
(@ elH

(b) Sind a,b0H = abOH

(©IstalH = a'0OH

Eine Untergruppe ist selber eine Gruppe.

(2.6) Beispiele

(1) G=(Z+) ,H={n@:a0Z wobei nON,
(2 zZO(R4),  (Q5)T(R%e)
(3) Se (G,*) Gruppe, se allG

n+l
a™=a"la=all.la
fur nON

n. 0

a

(

=e
a‘l)n
DZ} 0 G ist Untergruppe

H :{a”,n
O

nam
a" )_1

Eine Gruppe G heifd zyklisch : = (BOG: G :{a”,nDZ}
Dannist G abelsch.

v D

- an+m
=)' =a oOnmoz

—_——

G=z,=2{..1) G hat n! Elemente
n=4
1 4 1 4 1 4 1 4
1 4 4 3 1 4 4 1
@ Drehung
2 3] > |1 2 2 3| — > |3 2
2 3 2 3 2 3 2 3
12 3 4 @ 12 3 4
2 341 4 3 21
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Drehungen und Spiegel ungen ergeben eine Untergruppe von
8 Permutationen [ 24 Permutationen

Ebenso:

e Tetraeder 12 P.00 24 P.

o Wirfd: 6(4=24P.08P. (6Seten, 8Ecken)

o Oktaeder: 8B=24P.06 P. (8Seiten, 6 Ecken)

» Dodekaeder: 12[% =60 P. O 20! P. (12 Seiten, 20 Ecken)
* |kosaeder: 203 =60 P. [0 12! P.(20 Seiten, 12 Ecken)
Se HOG

Definiere Relationen
~a~b < b*alH
~a=b - batOH

(2.7) Lemma

~und = sind Aquivalenzrelationen

Beweis: (vgl. Lemma 1.16)
r a~a,daa'lma=edH
(§ a~b=b~a,dab’alH = (b a)*H
und (ba)*=aOH =b~a
(t) a~bb~c=a~c,dab™alH,c'o0OH = c'bb™alH
=c'a=>a-~c

Beweisfir = analog g.ed.

Bezeichnuna:
« alH:={alh:hOH} DieMengen heiRen Linksnebenklassen

« H:={hA:hOH} DieMengen heiRen Rechtsnebenklassen
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Behauptung:
. [a]~ =alH
e [d=Hm

Bewels:
Sei bO[a. = b~a
- a’b0OH
h

=b=alh=aa =bOalH
Sei umgekehrt b0alH = ChOH :b=allh

=h=a"b
—a'hOH =a~b=b0[a]. — Behauptung
[a]: analog g.e.d.
Folgerunag:
Esgilt entweder a[H =b[H oder alH nb[H =@
Folgt aus G(3.7)
(2.8) Lemma
Se allG und seien
GO G GUOB G
X+ alX ’ X x[@&

Dannsind 7, (Tau) und o, (Sigma) bijektiv und (7)™ =7_,

Beweis:
mse' Ta(xl)zra(xz)za&:axz:)ﬁzxz
Surjektivitét: Sei bOG, r,(a™b) =aa'b=b = Behauptung g.e.d.

Taor(x)=a mk=x

Notation:
Sei G/H dieMengeder ,~-Aquivalenzklassen G/H ={a0H:aldG

Sei H\G die Menge der ,, =“-Aquivalenzklassen
Ist H endlich, so sei [H| die Anzahl der Elemente von H
[H| = o, wenn H nicht endlich.

1,:G -G

r,(H)y=alH
X = ax
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= Hund alH haben gleich viele Elemente (falls |H| endlich)

(2.9) Satz

Sei G endliche Gruppe, sei H [0 G Untergruppe. Dann gilt:
G =|H|fG/H|

=[H|H\G

Beweis:

V erschiedene Nebenklassen sind digunkt und haben gleich viele (namlich |H | ) Elemente.

= Behauptung g.e.d.

Sel Gendlich, al0G
Betrachte (a) = fanoz oG

Sel n, diekleinste Zahl > 0 so dass

a® 0{a°,at,...,.a"

a’,...,a"™™* sind ale verschieden
=[k<n,:a®=a".Waek>0=a"" =a"=e ¥
—a®=e
gk =g
= (a) hat n, Elemente

n, heifl3t die Ordnung von a, ord(a)

|G| = ord(a)) 0iG /(a)

(2.10) Korollar

Se allG, G endlich. Dann gilt
(1) ord(a) teilt |G|

(2 Oa:d° =1 (kleiner Fermatscher Satz)

Beweis:
(1) folgtaus(2.9)  (H =(a))

(2) a0G = [n:|G| = ord(a) (n

—1= aord(a) — (aord(a))m — a\G\
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(2.11) Satz

Sel H 0 Z eine Untergruppe
= H =(0) oder H=2Z[h firein nON,,
Es gibt keine weiteren Untergruppen.

Beweis:
Sei H #(0).Sel nUH n N, minimal
Se mOH = [q0Z, r:0<r<n
m=qlh+r
=r=m-qlh UOH
=r =0 danminimal
> mOdZh=H =Z[h g.ed.

Seien G,G, Gruppen

(2.12) Definition

Ein Homomor phismusvon G, nach G, ist eine Abbildung G, 4. G, derart, dass gilt
f(alb) = f(a) I (b) Oa,b0G,

Ein injektiver Homomorphismus heif3t M onomor phismus.
Ein surjektiver Homomorphismus heif3t Epimor phismus.
Ein bijektiver Homomorphismus hei(3t | somor phismus.

Ein Homomorphismus von G, in sich selbst hei3t Endomor phismus.
Ein Isomorphismus von G, in sich selbst heif3t Automor phismus.

(2.13) Lemma

Sei G,Id G, Homomorphismus. Dann gilt
@ f(s)=1,
(b) f@h)=f@™"

Beweis:
@ fls) =1 Og)
= fs) 0 (s) =1, = T (1)

(b) f(al@™) =f()
=1, = f@ 0 (@
= f(a?) = f(a)™ ged.
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(2.14) Beispide

1) Z - Z/ZDh nON,
ar> [a]

ist Homomorphismus nach Definition der AdditioninZ / Zn
a+bis [a+b]{d 44

(2) Sei H O G Untergruppe

= kanonische Injektion H-G

ist Homomorphismus

(3) G,.G, Gruppen
G -G, . : . :
a1, ist Homomorphismus (trivialer Homomorphismus)

(4) Sei G abelsch, n0z
G-G
ar a" J(a)" =a" "
(kein Homomorphismus fur G nicht abelsch)

ist Homomorphismus

(5) Sel GeneGruppe, xOOG

=GB G _, It Automorphismusvon G
at—> xlalx

K (al) =xM@b X" = x@AXK X

= k,(a) &, (b)

GUIE GUE G

. = K, (Kappa) bijektiv «, " =k .,
a— Xak— Xax

K, heil3t Konjugation mit x

(2.15) Definition

Sei G, 14 G, Homomorphismus
Die Menge Ker(f) = {aDGl : f(a) :162} heil3t der Kern vonf.
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(2.16) Satz

(& Ker(f) isteine Untergruppevon G,
(b) Folgendesist aquivalent
(1) Ker(f)=1{1q |
(2) f istinjektiv
(c) Sel bOBIld(f),etwab= f(a)
Danngilt f *(b) =aKer(f)=Ker(f)&
Insbesondere: Linksnebenklasse = Rechtsnebenklasse

Bewels:

(8 1, DKer(f)

Sel a,bOKer(f)

= f(a) = f(a)0f (b) =1, [ =1; =abUOKer(f)

f(a®)=f(a)* =1, " =1, = a™ OKer(f)
g = (D Klar,da f(ls) =1,
(1) = (2) Sden a,b0G, : f(a) = f(b)
= f(a)F(b)™ = f(alb?) =1
= ab™ OKer(f)=ab™ =1, =a=b
(©) N
Sei a0 fY(b)
- f@) =b=f(a)
- f(a'd) =1,
- a'aldKer(f)
- abdalKer(f) g.ed.

Ebenso:
f(a)=b=f(a)

- f(@a™) =1,
- aatOKer(f)
- A0Ker(f) &

(2.17) Definition

Sei G Gruppe, H [0 G Untergruppe

H hell3t Normalteiler in G, wenn JalG:alH =H [&
= OhOH WOH :alh=h1{@

(@ OhOH DaDG:aEhm*DHJ
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(2.18) Satz

(1) Ist H O G Kern eines Homomorphismus G [T, G, soist H Normalteiler.

(2) Ist umgekehrt H Normalteiler, so exisitert eine Gruppe G und ein Homomorphismus,
GOd G mit Ker(f)=H

Bewels:
(1) (c) von (2.17)

(2.19) Lemma

Seien a,a’,b,b'0 G, H O G Normalteiler
Fdls a~a dh a'@0OH
und b~b' dh b™BOH
=ab~ab O a*~a™

Beweis:
ab~a'b - (a'b)rabOH
= b*atabOH
=h
= b™hbOH
(bOH: h'b™*=b"hH
=b hb=hb*bOH
—

OH

a~a= @L}@D H
—a=-ah=a'*=h'mE"
ChOH
ha™=a"h
=a‘~a™

[a]~ [td ~ :[ a[ﬁ] _ ist eine wohldefinierte Verknlpfung.
Diese macht G/H zu einer Gruppe

o] = [a]

Zu (2.18)(2)

Se G=G/H
Sa G G/H
ar [al

Ker(f)=H

f ist Homomorphismus
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